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Рассматривается система, описывающая движение четырех частиц в плоскости. С помощью элементарных алгебраиче-
ских преобразований установлены упрощенные системы, состоящие из нелинейных дифференциальных уравнений, 
каждое из которых имеет второй порядок. Для каждой упрощенной системы указаны наборы констант межчастичного 
взаимодействия, при которых общее решение является мероморфной функцией. 
 
Ключевые слова: движение четырех тел, константа взаимодействия, свойство Пенлеве, мероморфная функция. 
 
A system describing the motion of four bodies under the action of gravity is considered. By elementary algebraic manipulations 
a simple system consisting of non-linear differential equations, each of which has a second order is selected. For each simplified 
system there are sets of constants of interparticle interaction, in which the general solution is meromorphic. 
 
Keywords: movement of four bodies, constant interaction, Painlevé property, meromorphic function. 

 
 

Введение 
В последнее время значительный интерес 

представляет исследование следующей системы, 
состоящей из N обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 
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Зависимые переменные ( )n nς ς τ=  являются 
комплексными. Константы взаимодействия nma  
априори произвольны, за исключением требова-
ния симметрии .nm mna a=  

Интерес к системе вызывает тот факт, что 
при отождествлении комплексной ς -плоскости с 
физической плоскостью и при ограничении на 
вещественное τ  (интерпретируемое как «физи-
ческое время») движение N точек nς  соответст-
вует решению задачи многих тел в плоскости, 
характеризуемой ньютоновскими уравнениями 
движения с интересным свойством: среди реше-
ний задачи многих тел имеются много решений с 
полностью периодическими траекториями. 

Несмотря на кажущуюся простоту уравне-
ний, аналитического решения данной задачи в 
общем виде для N > 3 пока не найдено. 
 

1 Постановка задачи 
В данной работе рассматривается задача о 

движении четырех частиц в плоскости. 

Из исходной системы видно, что центр масс 
( ),Z Z τ≡  

1 2 3 4 ,
4

Z
ς ς ς ς+ + +

=  

движется равномерно: 
0,

( ) (0) (0) (0) .
Z

Z Z Z Z Vτ τ τ
′′ =
′= + = +

 

Положим 
12 21 13 31 14 41

23 32 24 42 34 43

, , ,
, , .

a a a a a c a a d
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= = = = = =
= = = = = =  

Существует интеграл движения (что непосредст-
венно следует из [1]): 

2 2 2
1 2 3 4 1 2 2 3 3 1

2 2 2
4 1 2 4 3 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

a b c

d e f

K ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς
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′ ′ ′ ′= − − − ×

× − − −
 

Введем координаты относительно центра масс 
, 1, 2,3, 4,n nu Z nς= − =  

чтобы выполнялось 
1 2 3 4 0.u u u u+ + + =  

Для удобства обозначений положим 
1 2

3 4

, ,
, .

u x u y
u z u x y z

= =
= = − − −  

С помощью несложных алгебраических преобра-
зований можно теперь записать уравнения дви-
жения и интеграл движения в терминах пере-
менных x, y, z: 
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где 0( ), ( ), ( ), ,x x t y y t z z t t τ τ= = = = −  
(0), .V Z K const′= =  

 
2 Решения упрощенных систем в задаче 

движения четырех частиц в плоскости 
Легко проверить, что система 
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является инвариантной при замене переменных 
( , , , ; , , , ),t x y z t x y zε ε ε  где ε  −параметр, а значит, 
является упрощенной для (1.1). 

Рассмотрим первое уравнение системы (2.1): 
2

2 .xx d
x

= −        (2.2) 

Очевидно, что дифференциальное уравне-
ние второго порядка (2.2) имеет общее решение 

вида 
1

1
1 2( ) ,dx C t C += +  если 1,d ≠ −  и общее ре-

шение вида 2
1 ,C tx C e=  если 1,d = −  где 1 2,C C  − 

произвольные постоянные, 0 .t τ τ= −  
Рассмотрим первое и второе уравнения сис-

темы (2.1): 
( ) ( )( )2( ) 2 ,

( ) ( )( )2( ) 2 .

x y V y V z Vy a e b
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(2.3) 

Заметим сначала, что согласно [1] справедлива 

Лемма 2.1. Для того, чтобы все решения 
(1.1) являлись мероморфными функциями от ,τ  
необходимо, чтобы все показатели , , ,n nγ β Γ  

1,6,n =  определяемые через константы , , ,a b c  
, ,d e f  с помощью соотношений 
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принимали целочисленные или бесконечные зна-
чения. 

Положим b=0, тогда система (2.3) примет 
вид 

( )2( ) ,

( )2( ) .

x y Vy a e
x

x z Vz c f
x

+⎧ = − +⎪⎪
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   (2.4) 

Разделим первое уравнение системы (2.4) на 
,y V+  а второе на :z V+  
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Интегрируя каждое уравнение последней систе-
мы, будем иметь 
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,
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Таким образом, получим, что справедлива 
Лемма 2.2. Система (2.4) имеет общее ре-

шение вида 
2( ) 1

4 1
1 2 5

1
2( ) 1

3 1
1 2 6

1

1 ( ) ,
2( ) 1

1 ( ) ,
2( ) 1

a e d
d

c f d
d

C dy C t C Vt C
C a e d

C dz C t C Vt C
C c f d

− + + +
+

− + + +
+

+
= + − +

− + + +

+
= + − +

− + + +

 

если 1,d ≠ −  и 
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если d = –1, где 0 0, ,t τ τ τ= −  1 2 3 4 5 6, , , , ,C C C C C C  
− произвольные постоянные. 
А значит, верна 

Теорема 2.1. Если b = 0, то для наличия у 
системы (2.1) свойства Пенлеве достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия: 

1) 2 ,
2

Г
a c d e f

=
+ + + + +

 Г − целочислен-

ное или бесконечное; 
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2) 3 1, , , , , 1, ,0
2 2

a c d e f ⎧ ⎫∈ − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

При замене переменных ( , , , ;t x y z , ,t xε ε ,y  
),zε  где ε  −параметр, для системы (1.1) полу-

чим упрощенную систему вида 

2

( ) ( )( )2( ) 2 ,

,

( )( ) ( )2 2( ) .

x V y x V z Vx a d c
y x z

yy e
y
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 (2.5) 

Теорема 2.2. Если с = 0 и ,d a b f= + +  то 
для наличия у системы (2.5) свойства Пенлеве 
достаточно 

1) ;d a b f≠ − −  

2) 2 ,
2 2 2 2a b f e

Γ =
+ + + +

 Г − целочислен-

ное или бесконечное; 

3) 3 1, , , , , 1, ,0 .
2 2

a b d e f ⎧ ⎫∈ − − −⎨ ⎬
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Доказательство. 
Легко проверить, что второе уравнение сис-

темы (2.5) имеет общее решение 
1

1
1 2( ) ,ey C t C += +       (2.6) 

при 1e ≠ −  и  
2

1
C ty C e=  

при 1,e = −  где 1 2,C C  − произвольные постоян-
ные, 0 .t τ τ= −  

Рассмотрим первое и третье уравнения сис-
темы (2.5) 

( ) ( )( )2( ) 2 ,
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y x z

x V z V y z Vz c b f
x z y

+ + +⎧ = − +⎪ −⎪
⎨ + + +⎪ = − − +
⎪ −⎩

(2.7) 

Прибавим первое уравнение системы (2.7) ко 
второму: 
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Пусть 0, ( ),с a d b f= − = − +  откуда 
,d a b f= + +  

последняя система примет вид 
( )2( ) ,
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С помощью несложных преобразований будем 
иметь 
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Дифференцирование каждого уравнения послед-
ней системы дает 
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Теперь с учетом равенства (2.6) будем иметь 
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Продифференцируем оба уравнения системы 
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причем 2 2 1 0a d e− + + ≠  и 2 2 1 0,b f e− − + + ≠  
откуда находим, что .d a b f≠ − −  

Таким образом, при  
0, 1,c e= ≠ −  ,d a b f≠ − −  d a b f= + +  

система (2.5) имеет общее решение 
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где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t C C C C C Cτ τ τ= −  − произволь-
ные постоянные. 
 Аналогично для решения  

2
1

C ty C e=  
при e = –1 находим, что система (2.6) имеет об-
щее решение 

2

2

2

2 ( )3 1
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2
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2 ( )4 3 1
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,
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,
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,
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−

=
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где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t C C C C C Cτ τ τ= −  − произволь-
ные постоянные. 
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Согласно лемме 2.1, а также с учетом соот-
ношений 0,c d a b f= = + +  непосредственно 
заключаем о справедливости второго и третьего 
условий теоремы. 

Таким образом, теорема 2.2 доказана. 
На основании теоремы 2.2 запишем наборы 

значений констант взаимодействия в виде табли-
цы 2.1. 
 

Таблица 2.1 – Наборы значений констант 
межчастичного взаимодействия 
 

a b c d e f 
–0,5 –0,5 0 –1,5 –1,5 –0,5 
–0,5 –0,5 0 –1,5 –0,5 –0,5 
–0,5 –0,5 0 –1,5 0 –0,5 
–0,5 –0,5 0 –1 –1,5 0 
–0,5 –0,5 0 –1 –0,5 0 
–0,5 –0,5 0 –1 0 0 
–1 –0,5 0 –1,5 –1,5 0 

–0,5 –1 0 –1,5 –1,5 0 
0 –1 0 –1,5 –1,5 –0,5 
0 –0,5 0 –1,5 –1,5 –1 
0 –1,5 0 –1,5 –1,5 0 
0 0 0 –1,5 –1,5 –1,5 

–1 –0,5 0 –1,5 –0,5 0 
–0,5 –1 0 –1,5 –0,5 0 

0 –1 0 –1,5 –0,5 –0,5 
0 –0,5 0 –1,5 –0,5 –1 
0 –1,5 0 –1,5 –0,5 0 
0 –1,5 0 –1,5 –0,5 0 

–1 –0,5 0 –1,5 0 0 
–0,5 –1 0 –1,5 0 0 

0 –1 0 –1,5 0 –0,5 
0 –0,5 0 –1,5 0 –1 
0 –1,5 0 –1,5 0 0 
0 0 0 –1,5 0 –1,5 
0 –1,5 0 –1 –1,5 –0,5 

–0,5 0 0 –1 –1,5 –0,5 
0 –1 0 –1 –1,5 0 
0 0 0 –1 –1,5 –1 
0 –0,5 0 –1 –0,5 –0,5 

–0,5 0 0 –1 –0,5 –0,5 
0 –1 0 –1 –0,5 0 
0 0 0 –1 –0,5 –1 
0 –0,5 0 –1 0 –0,5 

–0,5 0 0 –1 0 –0,5 
0 –1 0 –1 0 0 
0 0 0 –1 0 –1 
0 –0,5 0 –0,5 –1,5 0 
0 0 0 –0,5 –1,5 –0,5 
0 –0,5 0 –0,5 –0,5 0 
0 0 0 –0,5 –0,5 –0,5 
0 –0,5 0 –0,5 0 0 
0 0 0 –0,5 0 –0,5 

 
 
 

Рассмотрим систему 

2

( )( ) ( )2 2

( )2 ,

( )( ) ( )2 2

( )2 ,

,

x V y V x V zx a c
x y z

x V zd
z

x V y V y V zy a b
x y z

y V ze
z

zz f
z

+ + +⎧ = + −⎪ −⎪
+⎪

−⎪
⎪

+ + +⎪ = − + −⎨ −⎪
⎪ +

−⎪
⎪
⎪

= −⎪
⎩

 (2.8) 

которая является инвариантной для системы (1.1) 
при замене переменных ( , , , ; , , , ),t x y z t x y zε ε ε  
где ε  − параметр. 

Легко проверить, что третье уравнение сис-
темы (2.8) 

2zz f
z

= −  

имеет общее решение 
1

1
1 2( ) ,fz D t D += +  

при 1f ≠ −  и 
2

1
D tz D e=  

при 1,f = −  где 1 2,D D  − произвольные постоян-
ные, 0 .t τ τ= −  

Рассмотрим первые два уравнения системы 
(2.8) 

( )( ) ( )2 2( ) ,

( )( ) ( )2 2( ) .

x V y V x V zx a c d
x y z

x V y V y V zy a b e
x y z

+ + +⎧ = + −⎪ −⎪
⎨ + + +⎪ = − + −
⎪ −⎩

 (2.9) 

Положим a = 0, тогда система (2.9) примет вид 
( )2( ) ,

( )2( ) .

x V zx c d
z

y V zy b e
z

+⎧ = −⎪⎪
⎨ +⎪ = −
⎪⎩

  (2.10) 

После несложных преобразований будем иметь 

2( ) ,

2( ) .

x zc d
x V z

y zb e
y V z

⎧ = −⎪ +⎪
⎨
⎪ = −
⎪ +⎩

 

Интегрирование каждого уравнения последней 
системы дает 

2( )
3

2( )
4

,c d

b c

x V D z
y V D z

−

−

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
 

или 
2( )

1
3 1 2

2( )
1

4 1 2

( ) ,

( ) .

c d
f

b c
f

x D D t D V

y D D t D V

−
+

−
+

⎧
= + −⎪

⎨
⎪ = + −⎩

 

Таким образом, справедлива 
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Лемма 2.3. Система (2.10) имеет общее 
решение вида 

2 2 1
13

1 2 5
1

2 2 1
14

1 2 6
1

1 ( ) ,
2 2 1

1 ( ) ,
2 2 1

c d f
f

b c f
f

D fx D t D Vt D
D c d f

D fy D t D Vt D
D b c f

− + +
+

− + +
+

+
= + − +

− + +

+
= + − +

− + +

 

если 1,f ≠ −  и 

2

2

2 ( )1 3
5

2

2 ( )1 4
6

2

,
2 ( )

,
2 ( )

D c d t

D b c t

D D
x e Vt D

D c d
D Dy e Vt D

D b c

−

−

= − +
−

= − +
−

 

если f = –1, где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t D D D D D Dτ τ τ= −  
− произвольные постоянные, 

, 2 2 1 0.
2

d bc c d f+
≠ − + + ≠  

А значит, верна 
Теорема 2.3. Если а = 0, то для наличия у 

системы (2.8) свойства Пенлеве достаточно 
выполнения следующих условий: 

1) ,
2

d bc +
≠  

2) 2 2 1 0,c d f− + + ≠  

3) 2 ,
2 b c d e f

Γ =
+ + + + +

  

3 1, , , , ; 1; ;0 ,
2 2

b c d e f ⎧ ⎫∈ − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 Г – целочисленное 

или бесконечное. 
Таким образом, заключаем, что система 

(2.8) при условиях, описанных с помощью тео-
ремы 2.3, имеет общее решение вида: 

2 2 1
13

1 2 5
1

2 2 1
14

1 2 6,
1

1 ( ) ,
2 2 1

1 ( )
2 2 1

c d f
f

b c f
f

D fx D t D Vt D
D c d f

D fy D t D Vt D
D b c f

− + +
+

− + +
+

+
= + − +

− + +

+
= + − +

− + +

 

1
1

1 2( ) ,fz D t D += +  
если 1,f ≠ −  и  

2

2

2 ( )1 3
5

2

2 ( )1 4
6

2

,
2 ( )

,
2 ( )

D c d t

D b c t

D D
x e Vt D

D c d
D D

y e Vt D
D b c

−

−

= − +
−

= − +
−

 

2
1 ,D tz D e=  

если f =–1, где 0 0 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,t D D D D D Dτ τ τ= −  − 
произвольные постоянные. 
 
 Заключение 
 Рассмотрена система, описывающая движе-
ние четырех тел под действием сил гравитации, 
для которой с помощью различных вариаций 
метода малого параметра получены упрошенные 
системы (2.1), (2.5), (2.8), состоящие из нелиней-
ных дифференциальных уравнений, каждое из 
которых  имеет второй порядок. 
 Исследования каждой упрощенной системы 
дают достаточные условия наличия мероморф-
ных решений. На основании данных условий 
записаны наборы констант межчастичного взаи-
модействия, представленные в виде таблицы 2.1. 
 Показано, что при найденных наборах зна-
чений констант межчастичного взаимодействия в 
задаче четырех тел в плоскости компоненты обще-
го решения системы являются полиномами по t. 
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