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REPRESENTATION OF SOLUTIONS OF THE DIFFERENTIAL SYSTEMS 
OF A THIRD-ORDER IN THE FORM OF EXPONENTIAL SERIES 

OUT OF LINEAR FRACTIONAL FUNCTIONS 
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Рассматриваются пять автономных систем трёх дифференциальных уравнений с квадратичной правой частью. Изуче-
ны вопросы о сходимости рядов, представляющих решения данных систем; об инвариантности четырёх из рассматри-
ваемых систем при определенного вида преобразованиях; о наличии трёхпараметрических решений с подвижной осо-
бой линией. 
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абсцисса абсолютной сходимости. 
 
Five autonomous systems of three differential equations with quadratic right-hand side are considered. The issues of the series 
of convergence which represent the solution of this systems, under a certain mode of transformations, the invariance in four of 
the given systems and existence of three-parameter solutions with movable singular line were studied. 
 
Keywords: essential singularity, movable singular line, area of the uniqueness of solution, Dirichlet series, abscissa of absolute 
convergence. 

 
 

Введение  
Рассмотрим автономную систему третьего 
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где , ,x y z  – комплекснозначные функции, 0.c ≠  
В [1] найдены условия, при которых система 
(0.1) имеет подвижную особую линию в случае 

13 23 12 32 21 31, , .a a a a a a= = =            (0.2) 
В случаях, отличных от (0.2), в [2] получено 

двадцать семь систем третьего порядка вида (0.1), 
решения которых содержат подвижную особую 
линию с существенно особыми точками, ограни-
чивающую область однозначности решения. 

В настоящей работе для некоторых систем, 
полученных в [2]: 
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где \{1},ν ∈N  построим решения в виде рядов 
Дирихле и рядов по экспонентам от дробно-
линейных функций. 

 
1 Предварительные результаты 
Исключая ,y  z  в системе (0.3), получим, 

что компонента x  определяется уравнением 
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212 18 ,x xx x′′′ ′′ ′= −                    (1.1) 
при этом 
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                    (1.2) 

Как известно [3], уравнение Шази (1.1) име-
ет подвижную особую линию. 

Как и в [4], [5], представим решение урав-
нения (1.1) в виде ряда Дирихле 
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Подставляя ряд (1.3) в (1.1), получим a  - 
произвольное, 1 1,ζ =  остальные коэффициенты 

,kζ  2,3,4,...,k =  определяются по рекуррентной 
формуле 
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Покажем, что существует lim ln | |.kk
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aζ

→∞
 

Из (1.4) имеем 2 3 2.ζ =  За счёт выбора a  
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если 0 1 19a< ≤ . 
На основании метода математической ин-

дукции заключаем, что | | ,k
k a aζ ≤  1,2,3,...,k =  

если a  подчинено условию 0 1 19.a< ≤  
Используя полученную оценку, можем за-

писать 1ln | | ln | |, 1, 2,3,...,kk
k a a k

k
ζ ≤ =  откуда 

следует, что справедлива 
Лемма 1.1. Существует 

lim ln ,kk
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aζ σ

→∞
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где a, ,kζ  1, 2,3,...k =  – коэффициенты ряда (1.3). 
Число σ  является абсциссой абсолютной 

сходимости ряда (1.3) [6, с. 115], поэтому в полу-
плоскости Re t σ>  ряд (1.3) сходится абсолют-
но, а в полуплоскости Re t σ<  он расходится. 

Дифференциальное уравнение (1.1) инвари-
антно относительно преобразования переменных 
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где f – дробно-линейная функция от t, причём 

22 ,f f ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′= =  [7, с. 299]. 

Тогда, как и в [8], можно записать трёхпа-
раметрическое решение уравнения (1.1), полагая  
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где 0, ,aA h tθ =  – произвольные постоянные, 

1 1,ζ =  остальные коэффициенты ,kζ  2,3,4,...,k =  
определяются по рекуррентной формуле (1.4). 

Ряд (1.6) будет абсолютно сходящимся при 

условии 
0

Re ,h
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−

 где ln | |,Aμ σ= +  σ  взя-

то из (1.5).  
В [8] установлено, что ряд (1.6) имеет место 

в области, ограниченной подвижной особой ли-
нией с уравнением 
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определяющим окружность, радиус которой ра-
вен | | (2 | |),hρ μ=  а центр находится в точке 

1 0 (2 ) ,t t h μ= +  0μ ≠  (если 0,μ =  то окруж-
ность вырождается в прямую), и координаты 
любой точки, лежащей на подвижной особой 
линии, являются существенно особыми для чле-
нов ряда (1.6). 

С учётом (1.2), (1.6), запишем трёхпарамет-
рическое решение системы (0.3): 
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Рассмотрим системы (0.4)–(0.7). В [2] ус-
тановлено, что одна из компонент в каждой из 
систем (0.4)−(0.7) определяется уравнением, ре-
шение которого содержит подвижную особую 
линию с существенно особыми точками, ограни-
чивающую область однозначности решения. 

Будем искать решения систем (0.4)–(0.7) в 
виде рядов Дирихле 
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Замечание 1.1. Систему (0.4) рассмотрим в 
случае .m = ∞  При ,m∈N  2m >  рассуждения 
аналогичны. 

Подставляя ряды (1.9) в систему (0.4), полу-
чим a  – произвольное, 0 0 1 4,α β= = −  0 1,γ =  

1 1,α =  1 3,β = −  1 12,γ = −  ,b g a= =  остальные 
коэффициенты ,kα  ,kβ  ,kg  2,3,4,...,k =  нахо-
дятся по рекуррентным формулам 
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Для системы (0.5) имеем следующие значе-
ния коэффициентов рядов (1.9): a – произвольное, 
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Подставляя ряды (1.9) в систему (0.6), полу-
чим a – произвольное, 0 0 (4( 2)) ,α β ν ν= = − +  
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по рекуррентным формулам 
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Для системы (0.7) имеем следующие значе-
ния коэффициентов рядов (1.9): a – произвольное, 

0 0 ( 4) (4( 2)) ,α β ν ν= = − + +  0 (4( 2)) ,γ ν ν= − +  
,b g a= =  1 1,α =  1 (3 4) ( 4) ,β ν ν= − + +  1γ =  

3 3( 4) ,ν ν= +  остальные коэффициенты ,kα  ,kβ  
,kg  2,3,4,...,k =  находятся по рекуррентным 
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Покажем, что для каждого из наборов ко-
эффициентов (1.10)–(1.13) существуют  
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На основании метода математической индук-
ции получаем, что ,k

kaα ξ≤  ,k
kbβ ξ≤  ,k

k gγ ξ≤  

1, 2,3,...,k =  если ξ  удовлетворяет условию 
0 1 10.ξ< ≤  Используя полученные оценки, мо-
жем записать 

1 1ln | | ln ,k k
k a

k
α ξ≤  

1 1ln | | ln ,k k
kb k

β ξ≤  

 
1 1ln | | ln ,k k

k g
k

γ ξ≤  1, 2,3,....k =       (1.14) 

Аналогично можно показать, что имеют ме-
сто оценки вида (1.14) для коэффициентов рядов 
(1.9), определяющих формальные решения сис-
тем (0.5), (0.6), (0.7). 

Значит, верна 
Лемма 1.2. Для каждого из наборов коэф-

фициентов (1.10)–(1.13) существуют 

1lim ln | | ,kk
kk
aα σ

→∞
=  2lim ln | | ,kk
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3lim ln | | .kk
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Числа 1 2 3, ,σ σ σ  являются абсциссами аб-
солютной сходимости рядов (1.9) соответственно. 
Пусть 

{ }
1,2,3

max .νν
σ σ

=
=                     (1.15) 

Ряды (1.9) являются абсолютно сходящими-
ся в области Re .t σ>  

Лемма 1.3. Системы (0.4), (0.5) инвариант-
ны относительно преобразования переменных 
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ны при преобразовании переменных 
( ) ( ) ( ) ( ), ( ),x t f t u t f tτ ϕ τ′= + =  

2( ) ( ) ( ) ( )v( ), ( ),x t y t f t u f tτ τ τ′= =  
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Справедливость лемм 1.3, 1.4 легко прове-

рить непосредственно. 
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и трёхпараметрическое решение системы (0.5) 
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Здесь 0, ,aA h tθ =  – произвольные постоян-
ные. Для рядов (1.16) 1 1,α =  1 3,β = −  1 12,γ = −  ос-
тальные коэффициенты ,kα  ,kβ  ,kg  k = 2, 3, 4,…,  
находятся по рекуррентным формулам (1.10). 
Для рядов (1.17) 1 1,α =  1 (3 8) ,β ν ν= − +  

2 3
1 4(3 12 16) ,γ ν ν ν= + +  остальные коэффициен-

ты ,kα  ,kβ  ,kg  2,3,4,...,k =  находятся по рекур-
рентным формулам (1.11). 
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и трёхпараметрическое решение системы (0.7) 
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 Здесь 0, ,aA h tθ =  – произвольные посто-
янные. Для рядов (1.18) 1 1,α =  1 (3 8) ,β ν ν= − +  

3 3
1 ( 4) ,γ ν ν= +  остальные коэффициенты ,kα  

,kβ  ,kg  2,3,4,...,k =  находятся по рекуррент-
ным формулам (1.12). Для рядов (1.19) 1 1,α =  

1 (3 4) ( 4) ,β ν ν= − + +  3 3
1 ( 4) ,γ ν ν= +  осталь-

ные коэффициенты ,kα  ,kβ  ,kg  2,3,4,...,k =  
находятся по рекуррентным формулам (1.13). 

Ряды (1.16)–(1.19) являются абсолютно схо-
дящимися при условии 

0

Re ,h
t t

μ>
−

 

где ln | |,Aμ σ= +  σ  взято из (1.15). 
Аналогично, как и для ряда (1.6), используя 

результаты, полученные в [8], заключаем, что 
ряды (1.16)–(1.19) имеют место в области, огра-
ниченной подвижной особой линией с уравнени-
ем (1.7). Координаты любой точки, лежащей на 
подвижной особой линии, являются существенно 
особыми для членов рядов (1.16)–(1.19). 

 
2 Теорема о представлении решений диф-

ференциальных систем (0.3)–(0.7) 
Таким образом, с учётом леммы 1.1, леммы 

1.2, заключаем, что справедлива 
Теорема 2.1. Ряды (1.8), (1.16)–(1.19), имею-

щие место в области, ограниченной подвижной 
особой линией с уравнением (1.7), представляют 
общее решение систем (0.3)–(0.7) соответст-
венно. Координаты любой точки, лежащей на 
подвижной особой линии, являются существенно 
особыми для членов рядов (1.8), (1.16)–(1.19) со-
ответственно. 

Замечание 2.1. Аналогично можно постро-
ить трёхпараметрические решения и для некото-
рых других систем, полученных в работе [2]. 

 
Заключение 
В работе для систем уравнений (0.3)–(0.7) 

построены решения в виде рядов Дирихле и ря-
дов по экспонентам от дробно-линейных функ-
ций; установлено наличие трёхпараметрических 
решений с подвижной особой линией. 

Полученные результаты исследования мо-
гут быть применены в аналитической теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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