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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 24, № 6 (1978) 

ОБ ИНВАРИАНТНЫХ МЕРАХ, ПРОДОЛЖАЮЩИХСЯ 
С ПОЛУГРУППЫ НА ГРУППУ ЕЕ ЧАСТНЫХ 

А. Р. Миротин, В. В. Мухин 

1. Всюду в данной работе S — правореверсивная по
лугруппа с сокращениями, G — группа ее левых част
ных [1]. В дальнейшем нам понадобится следующая 

ЛЕММА. Если G — топологическая группа и S имеет 
в G непустую внутренность, то для любого компактного 
К d G существует такой а 6Е S, что аК CZ S. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как внутренность S 
непуста, то существует такое конечное множество 
(^)i<i<n CZ G, что 

к а \jXiS. 

Индукцией по п легко доказать существование такого 
а ЕЕ S, что axt ЕЕ S при i = 1, 2, . . ., п. Тогда аК a S, 
что и требовалось доказать. 

Меру [х, определенную на кольце J\T подмножеств по
лугруппы S, мы будем называть левоинвариантной на S, 
если для всякого Й Е « ? И ВСЯКОГО 4 Е ^ А 4 Е / И 
\I (аА) = \х (А). Очевидно, левоинвариантная на S мера, 
рассматриваемая как мера на G, может не быть левоин
вариантной на G. Далее, нетрудно доказать, что продол
жение \х на а-кольцо, порожденное Ж , является инва
риантной мерой на S. Поэтому в дальнейшем мы будем 
считать, что мера \i определена на а-кольце. Относитель
но меры мы будем пользоваться терминологией [2]. 

2. Левоинвариантную на G меру иг, определенную на 
а-кольце J/f- подмножеств группы С?, мы будем называть 
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продолжением меры |i, если Ж СЕ J* и сужение т на Ж 
совпадает с JLI. ЕСЛИ мера \х имеет продолжение, то будем 
называть ее продолжимой. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы мера \х была продолжи-
мой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следую
щее условие (А), если A, At ЕЕ ЛГ\ at £Е S (i ~ 1, 2, . . .); 

оо 

a^Ai f] a^Aj — ф при i Ф ] и А = \J а*хД-, 

v-ioo 

то v.(A) = 2Ai=sl\i(Ai). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь ус

ловия очевидна. 
Д о с т а т о ч н о с т ь . Рассмотрим следующую си

стему подмножеств группы G: 
JT' = {аГгА: a^S; A GE Ж } . 

Из соотношений а~хА f] В~ХВ = (са)"\сА (~) с1В)яа~1А/\к 
Д В~ХВ = (са)~\сА Д dB), где а, Ь, с, d — такие элемен
ты S, что аЪ~х = c_1<i (в силу правореверсивности 5 та
кие элементы существуют), вытекает, что Ж' — кольцо 
подмножеств группы G. 

Определим на Ж ' функцию и/ формулой JLI' (а~гА) = 
= [г (А). Корректность определения, левоинвариантность 
и аддитивность функции JJ/ легко проверяются. Покажем, 
что \х' а-аддитивна. В самом деле, пусть A, At ЕЕ Ж ; 
а, сц ЕЕ 5 (£ = 1, 2, . . .); аГ1^? П # 7 ^ 7 = 0 П Р И * ^ 

оо 

=5̂= / и а'1 А = [J a i \4i . Тогда 
г = 1 

оо оо 

Л = [J aa^Ai = (J Й 1 ( d ^ ) (аа^1 = Ci1 di). 
i = l i = l 

Согласно условию (А), 

и.' (а-М) = |i (Л) = 2 w ^ (dHi) = 2JU И (^i) = 

= SlL1M'/(fli1^i)-
Наконец, в качестве т можно взять продолжение \х' 

на а-кольце «//, порожденное Ж ' . Легко проверить, что 
мера т удовлетворяет условиям теоремы, что и завершает 
доказательство теоремы. 

З а м е ч а н и е 1. Из доказательства теоремы 1 сле
дует, что любое продолжение меры и. определено на а-
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Кольце, Содержащем ./ ' , и совпадает на J* с т. Поэтому 
меру т, построенную в теореме 1, мы будем называть ми
нимальным продолжением меры и,. 

З а м е ч а н и е 2. При предположениях условия (А) 
всегда |х (А) > ^Их№ (40 ( э т о следует из аддитивности 
функции \х'). Таким образом, для проверки выполнения 
условия (А) достаточно установить, что выполняется про
тивоположное неравенство. 

З а м е ч а н и е 3. Минимальное продолжение меры \х 
конечно, если конечна \i. 

Обозначим через J'& о-кольцо подмножеств полугруп
пы S, являющихся элементами f # . J/s может не совпа
дать с ЛГ. 

Будем говорить, что множество A ^J\T удовлетворяет 
условию (В), если из соотношения а'1 А С\ S (а ЕЕ S) вы
текает соотношение а'1 А ЕЕ Л^\ 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы меру \л можно было 
продолжить до левоинвариантной на G меры т,. определен
ной на о-колъце ,М подмножеств группы G, так, чтобы 
J's — N•> необходимо и достаточно, чтобы все множества 
из J\T удовлетворяли условию (В). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь 
очевидна. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Заметим, что требование, что
бы все множества из Ж удовлетворяли условию (В), вле
чет условие (А). Следовательно, по теореме 1 и. продолжи-
ма до левоинвариантной на G меры т, определенной на 
а-кольце,,// подмножеств группы G. Покажем, что Jl/l, сов
падает с системой множеств 

..-..• ..£ = U: А= U X; 4 £ ^ ' ; и = 1,2,...}. 

Для этого установим сначала, что кольцо JV" замкнуто 
относительно счетных пересечений. Пусть At ЕЕ Л^\ a<i ЕЕ 
£ 5 ( 1 = 1 , 2 , . . .). Тогда 

А = п ^М - ^ 1̂ 1 П (Г Ы*?А\ I = 

= а11\Г} (AiOqfBM, 

где a^al1 .==. а~?рь рьАь = B{$E.J\r (i = 2, 3, . . .). Но 
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Ai П Q?Bi = qf {qiAl f] Bt) С S, qlAl f) Bt GE Ж, ч 

поэтому, согласно (В), Al f] q^Bt €E .1 ' , Так как 
J\T — а-кольцо, то В = f) (A{ f] д : ^ ) £ Ж , Л = аг

71# е 
e ^ ' , что доказывает наше утверждение. 

Теперь соотношения 

^ U ^ = U U ( 4 n U 4 \ я = и П (Ап\вт)], 
n=i m = l л 1 L m = l 
ОС , ОС f 

где Л = (J Ап, В = \J Вт, и тот факт, что система мно-
П = 1 7 7 1 = 1 

жеств Ж замкнута относительно не более чем счетных 
объединений, показывают, что X — а-кольцо. Очевидно, 
X — минимальное а-кольцо, содержащее ЛГ', т. е. X — 
= Л. 

Пусть теперь А ЕЕ .#s» т. е. 4 £ 1 и i С «S. Тогда 
А = U Аи где Ai е Ж' (i = 1, 2, . . .) и Л4 С 5. Поэ-

г = 1 

тому, согласно (В), Л* ЕЕ «^ и, значит, Л е ^ ; тем са
мым доказательство теоремы полностью завершено. 

3. Рассмотрим некоторые классы продолжимых мер, 
связанных с топологией полугруппы S. 

ТЕОРЕМА 3. Если в S существует топология такая, 
что левые сдвиги Ха: х »->- ах ( Й Е S) — непрерывные ото
бражения, и мера и. удовлетворяет следующим условиям: 

1) каждое измеримое множество либо удовлетворяет 
условию (В), либо внешне регулярно; 

2) для любой последовательности открытых множеств 
(Vi)i>i u для любого измеримого множества А таких, что 

ос 

A CI U V\, существует такая последовательность измери-
мых множеств (Wi)i^1, что Wt CZ Vt (* — 1? 2, . . .) и 

оо 

i C [ J Wi ' то мера |i продолжима. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим (А). Пусть aj1 A\ f] 

оо 

(^a^Aj = ф при 1ф]\ А= (J a^Ai', A, A^^JiT', ax<EES 

(i = l ,2, ...)• Если Д = 1 [ х ( ^ ) = оо, то |х И) < А = 1 М-( î). 
т. е. (А) выполняется. Пусть Si=1H'(^-i) <С °°» и пусть 
{/, / } — такое разбиение множества натуральных чисел, 
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что А\ удовлетворяют условию (В) при i E / и 4j внешне 
регулярны при jEEJ- Тогда для i€El а^А^^гАГ и мы 
будем иметь 

Ж э # = Л \ U « i ^ i = U аТАг 

В силу условия 1), для Ve ^> 0 существуют открытые 
измеримые Uj ZD Aj такие, что 

M t f j ) < | i ( i l j ) + e/2'' ( / е / ) . 

Пусть F;- = Хд1 (С/j)» ^ ~~ открытые подмножества S и 
B C U ^ j - В силу условия 2), существуют измеримые 

Wj d Fj такие, что Б С U ^ j - Тогда, так как я̂ И -̂ d 
С ?7л то 

и (Д) < SjeJ и ТО - 2U, i* («ТО < 

Поскольку е произвольно и \i(B) = \x(A) — 2 j i e I И» (Ai), 
то | i ( Л ) < 3 ^ ( 1 (Ai), ч т о и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е . Если топология S локально компакт
на, %а — непрерывные отображения, a \i — борелевская 
мера, удовлетворяющая условию 1) теоремы 3, то \х про
дол жима. 

В самом деле, если А — борелевское множество, 
(Vi)i>i — последовательность открытых множеств и 

оо 

A CZ (J Vi, то можно взять Wt — Vtf] U, где U — откры-
2 = 1 

тое борелевское множество, содержащее А. 
ТЕОРЕМА 4. Если в S существует топология такая, 

что Ха (а 6Е S) — непрерывные отображения, a \i — ре
гулярная мера, то \i продолжима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в доказательстве 
теоремы 3, пусть cT^Ai Г) a~?Aj = Ф ПРИ * Ф )\ 

A=\J.di1Ai; 4 , 4 i £ / ; aiE^S (i = 1,2,...). 

J3 силу регулярности меры p,, для Ve ]> 0 существуют 



такие открытые измеримые Ut ZDAt, ЧТО 
р (Ut)< li (At) + е/2* (i = 1,2, . . .)• 

- 1 ' " оо 

Если Vt = Ха. (Ut), то Vt открыты в S и А с (J F j . 
Пусть if измеримо и компактно и ЛГ CZ -4. Так как (Fi)i>i — 
открытое покрытие К, то существует его конечное подпок
рытие ( Т ^ к ^ п . Согласно лемме, существует а ЕЕ S та
кой, что bt = аа\л ЕЕ S (i = 1, 2, 3, . . ., п). Тогда 

а # с : и Mi d U W? *, 
г=1 i = l 

|i (if) = [* (aff) < }J=1 И (WO < Sr=11* (t7i) < 

< Kli i* и*)+e» 
что вместе с регулярностью \i и произвольностью 8 влечет 
Iх (А) ^ 51i=i ^(ДО- Таким образом, мера \х удовлетворя
ет условию (А), что требовалось доказать. 

С л е д с т в и е . Если топология S локально компакт
на, Ха — непрерывные отображения, a \i — бэровская ме
ра, то \i продолжима. 

Следующая теорема доставляет нам еще один пример 
продолжимой меры. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть S — полугруппа, погружающая
ся с непустой внутренностью в локально компактную 
группу G своих левых частных. Тогда на S существует един
ственная с точностью до пропорциональности левоинва-
риантная на S ненулевая борелевская мера. Минимальное 
продолжение этой меры есть левая мера Хаара группы G. 

Мы докажем эту теорему с помощью нижеследующих 
предложений, имеющих и самостоятельный интерес. За
метим, что эти предложения являются обобщениями соот
ветствующих предложений для мер Радона [3, глава I I I , 
§ 3, предложение 1], [4, глава VII , § 1, предложение 9]. 

Пусть X — хаусдорфово топологическое пространст
во, U — открытое подмножество X и \i — борелевская 
мера на X. Так как каждое компактное множество в ин
дуцированной на U топологии компактно в X, то а-коль-
цо 3d (U) борелевских множеств U является подмножест
вом а-кольца S {X) борелевских множеств X и сужение 
меры и. на 3d (U) является борелевской мерой на U< 
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П р е д л о ж е н и е 1. Пусть (£/а)аел ~ открытое 
покрытие локально компактного пространства X, и 
пусть на каждом подпространстве Ua задана борелевская 
мера \ка так, что для любой пары (а, (3) сужение мер 
\iau Нф на С/а р| С/р совпадают. При этих условиях су
ществует, и притом только одна, борелевская мера \х на 
X, сужение которой на Ua равно \ia для любого индекса 
а е Л. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 33 (Ua) со
вокупность борелевских подмножеств подпространства 
Ua, и пусть Л = [J 33 (Ua)- Покажем, что Л — полуколь-

аЕЛ 
цо подмножеств множества X. В самом деле, пусть А ЕЕ Л 
и В ЕЕ Л. Тогда существуют такие а и В из Л, что А &Е 
ЕЕ 33 (Ua) и В £ Й (Щ). Но 33 (Ua) = 8 (Ж) и 33 (Щ) = 
= 8 (Ж'), где Ж = {Ki)i^i и # ' = (K))j^i — семейства 
всех компактных подмножеств пространств Ua и С/р соот
ветственно (8 (<£) — а-кольцо, порожденное системой мно
жеств g). Тогда, используя [2, глава I, § 5, теорема 5], 
имеем 

В f]Kt^8 {Ж' П Кг) С 33 (f/p), 

так как ЯГ'П^* = ( ^ П # * W CZ Ж'. Поэтому A f] B E 
S S (ЯГ П в) Cl33{Ua), т . е . i f l ^ e ^- Далее, ес
ли А 3 В, то 4 \ B - 4 \ ( 4 n ^ ) G S (#a) С Л. 
Итак, Л — полукольцо. 

Пусть 4 £ « i . Тогда существует a ЕЕ Л такой, что 
-4...S 38 (f^a)- Положим [г (Л) = | i a (А). Это определение 
корректно, так как если 4 E S (£^), то Л е 5В(С/а Г) 
Pi С/р) и, значит, по предложению \ха (А) = [х̂  (Л). Если 
i E i , i i E c i ( i - 1 , 2 , . . .), Л* f] 4;- = 0 при i ф 

оо 

Ф ] li А — U Лг, то, как было показано выше, из того, 
г = 1 

что А е S3 (f/a)? следует, что все Л* ЕЕ 33 (С а̂)« Поэтому 
из счетной аддитивности меры [ia вытекает, что 

кМ) = и« (4) = 2 d и» (4) = 2Г=111 W 
Меру [г можно] продолжить на а-кольцо 33, порожденное 
Л. Покажем, что 33 совпадает с классом 33 (X) всех бо
релевских подмножеств X. Так как 33 d 33 (X), то дос
таточно доказать, что каждое компактное подмножество 
X принадлежит 33* Пусть К компактно в X. Так как 

825 



(^а)аел — открытое покрытие К, то существует его кЧЗ-
нечное подпокрытие ( t / a) ia^n- Тогда, согласно [2, глава 
X, § 50, теорема 1], существуют такие компактные Kt CZ 
С Ua{ (i - 1, 2, . . ., п), ЧТО # - |J ^ G 53. Значит, 

г = 1 

33 = 33 (X). Итак, ц. — мера на a-кольце всех борелев-
ских подмножеств X, и сужение [х на Ua равно [га для 
всех а Е Л . Наконец, заметим, что для всякого компакт
ного К (Z X 

так как u.a — борелевские меры. Тем самым \i — борелев-
екая мера, удовлетворяющая условиям теоремы. Единст
венность \i следует из того, что на Л ]х, как мы видели, оп
ределяется однозначно и 33 (X) = S {Л). Таким обра
зом, доказательство предложения полностью завершено. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть X — локально ком
пактная группа, V — ее открытое подмножество и \х — 
ненулевая борелевская мера на V, обладающая следующим 
свойством: если U — открытое подмножество V и В CZ 
d U — борелевское подмножество V, то при любом х ZEz 
ЕЕ X таком, что XU а V, выполняется равенство [i(B) = 
= u. (xB). Тогда существует, и притом единственная, 
левая мера Хаара % на X такая, что ее сужение на V 
есть [г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через |д,5 для лю
бого s £ Z образ меры ц. при гомеоморфизме х «-> sx мно
жества V на sV. Пусть В — борелевское подмножество 
из sV p) tV. Тогда s~xB — борелевское в V, s~xB CZ V f] 
f) s~4V = U CZ V, и по определению fxs (В) = |л {s^B). 
Но t'hU = fhV f] V С V. Следовательно, по предполо
жению u. (s^B) = |я (t'hs^B) = |я {ГХВ) = (ut̂  (В). Зна
чит, (sV)sex и \is удовлетворяют условиям предложения 
1. Пусть X — единственная борелевская мера на X, суже
ние которой на sV есть \is при любом s. Покажем, что X 
левоинвариантна. Пусть В — борелевское подмножество 
X. Тогда, как следует из доказательства предложения 1, 

В ЕЕ 8 {А) и нетрудно убедиться, что В — |J В^ где 
i = l 

Вt ЕЕ 33 (stV) для некоторой последовательности {si)i^1 CZ 
(Z X. Кроме того, мы можем считать, что множества # j 
попарно не пересекаются. 
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Тогда имеем 

Если < е X, то 

Ясно, что сужение Я на У совпадает с |ie = |х (е — еди
ница группы X), что требовалось доказать. 

С л е д с т в и е . Всякая борелевская мера на V, удов
летворяющая условиям предложения 2, как сужение ре
гулярной меры является регулярной мерой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Е д и н 
с т в е н н о с т ь . Пусть \i — ненулевая левоинвариаыт-
ная борелевская мера на S, S — внутренность S в G. 
Тогда для любого компактного К d S и элемента а ЕЕ S 
аК CZ S и, кроме того, [х (К) = и. (аК). Следовательно, 
мера |i полностью определена СВОИМИ значениями на бо-
релевских подмножествах из S- Пусть U — открытое 
подмножество .? и х Е ( ? таков, что xU d S- Тогда для 
всякого борелевского В (Z U хВ — борелевское в xU, a 
значит, и в S- Если х = аГгЪ (а, Ъ ЕЕ S), то, в силу инва
риантности меры ji, 

\х (В) = |х (ЪВ) =.\л {ааГЧВ) = и. (аГ1ЬВ) = \х (хВ). 

Следовательно, по предложению 2 существует левая мера 
Хаара А, на G такая, что сужение X на S совпадает с суже
нием [л на S- Но тогда сужение X на S совпадает с fx, a 
любые две левые меры Хаара совпадают с точностью до 
пропорциональности. 

С у щ е с т в о в а н и е . Сужение левой меры Хаара 
группы G на а-кольцо борелевских подмножеств полу
группы S есть левоинвариантная мера на S. 

Для доказательства последнего утверждения теоремы 
достаточно теперь показать, что всякое компактное К (Z 
CI G принадлежит области определения J* минимального 
продолжения меры \i. Действительно, если а ЕЕ S таков, 
что К± = аК a S, то К = а~1К1 ЕЕ */Л так как Кх — 
компактное подмножество S. Теорема полностью доказана. 
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ТЕОРЕМА 6. При условиях теоремы 5 пусть \i — ле-
воинвариантная на S борелевская мера. Тогда, если при 
некотором а ЕЕ S \л ({а}) > 0, то S дискретна; если 
\х% (S) < оо и \i Ф О, то S — компактная группа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть [х ({а}) ^> 0. Если 
X — левая мера Хаара, сужение которой на S совпадает 
с |i, то X ({а}) ;> 0. Следовательно, G — дискретная груп
па, а тогда и S дискретна как подпространство G. 

Пусть ц* (S) < оо. Тогда по теореме 5 и замечанию 
3 к теореме 1 Х^ (G) < оо. Значит, G — компактная груп
па. Заметим, что Х$ (S) > 0. Следовательно [4, глава VII, 
§ 1, упражнение 21], S — подгруппа группы G, а так как 
G есть группа левых частных S, то S — G. Тем самым тео
рема 6 полностью доказана. 
Гомельский государственный Поступило 
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