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О ^-ИСЧИСЛЕНИИ ГЕНЕРАТОРОВ 
Со-ПОЛУГРУПП 

А. Р. Миротин 

Полезность функциональных исчислений в теории операторов и 
ее приложениях обусловлена тем, что с их помощью строятся но
вые операторы, и тем, что эти исчисления позволяют использовать 
при изучении операторов теоретико-функциональные методы. В на
стоящей работе строится функциональное исчисление генераторов CQ-
полугрупп в банаховых пространствах, использующее функции класса 
Шенберга ЗР (см. [1, с. 256]). Класс У есть множество всех допустимых 
замен переменных в классе абсолютно монотонных на (—со; 0) функций 
и представляет собой конус, замкнутый относительно композиции. Он 
содержит ряд важных функций, в том числе положительные дробные 
степени, логарифм и арккосинус. Построенное исчисление по суще
ству единственно, согласовано с исчислением Хилле — Филлипса [2, 
гл . XV] и обладает хорошими аппаратными свойствами. В частно
сти, на функции класса У переносится известная формула Като д л я 
резольвент дробных степеней операторов (см. ниже теорему 7). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Функция ф : (-ос; 0) -» (—оо;0) принадлежит классу 
3", если она дифференцируема и ее производная абсолютно монотонна 
на (—со; 0). 

В этом случае ф допускает интегральное представление (s < 0) 

оо 

ф(з) = с0 + сХ8 + f(eus - l)dfi(u), (l) 
о 

где со = Ф(—0) ^ 0, а число с\ ^ 0 и положительная мера //, сосредото
ченная на (0;+оо), определяются единственным образом (см., напри
мер, [1, с. 256,257]). 

Всюду ниже Т — однопараметрическая Co-полугруппа линейных 
операторов в банаховом пространстве X, обладающая, если не ого
ворено противное, свойством ||Т(г«)|| ^ М при и >̂ 0, М — const, A — 
генератор полугруппы Т с областью определения D(A) и резольвен
той R(X, А) — (XI — А)'1 (I — единичный оператор в X), ф — функция 
из У. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Для функции ф из £?, определенной равенством 
(1), положим при х £ D(A) 

оо 

ф(А)х — сох + с\Ах + /\т(и) - I)x dfi(u) (2) 
о 

(см. также замечание после теоремы 1). 

© 1998 Миротин А. Р. 
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Покажем, что интеграл в (2) существует в смысле Бохнера. При 
х из D(A) найдутся такие числа 6, 6 > 0, что ||(Т(гг) — I)x\\ ^ Ьи при 
и G (0; 8). Поэтому 

/ 11(Т(и) — 1)х|| dfi(u) ^ 6 / udfi(u). 
(0-6) (0-6) 

Так как 1 — esu ~ (—s)u (и —+ 0), то при достаточно малом 6 последний 
интеграл сходится вместе с интегралом в (1). Далее, при s < 0 

оо со 

fe8Udfi(u) ^ i f uesudf,i(u) <: ^ф'(з). 

Снова используя (1), отсюда получаем, что /i([<5;+оо)) < со, поэтому 
интеграл J \\Т(и) — I\\dji(u) также сходится, что и завершает дока-

[<5;+оо) 
зательство корректности определения 2. 

Теорема 1. Оператор ф(А) является генератором некоторой Со~по-
лугруппы д(А), удовлетворяющей условию \\gt(A)\\ <С Ме^(~°) (/ >̂ 0). 

Если limsup||7 — Т(и)|| < 2, то полугруппа, д(А) также обладает ана-
и ^ + 0 

логичным свойством, а потому голоморфна. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим сначала, что ф(—0) = 0, и д л я t ^ 0 

положим gt(s) = е*^*) (s < 0). Тогда #t абсолютно монотонна на (—оо;0) 
и 9t(s) ^ 1- По теореме Бернштейна— Уиддера существует такая огра
ниченная положительная мера v% на [0;+оо), что при s ^ 0 

со 

9t(s) = J e'u dvt(u) = (Sfvt)(-s) (3) 
о 

(здесь и далее ££ обозначает преобразование Лапласа). При этом 
||*/t|| = gt(—0) = 1. Поскольку gt+r(s) — gt(s)gr(s), то (*/*) есть сверточная 
полугруппа вероятностных мер на [0;+оо). Теперь, как в [2, гл . XV], 
при х £ X положим 

со 

gt(A)x= fT(u)xdut(u). (4) 
о 

Тогда д(А) является полугруппой ограниченных операторов на X со 
свойством ||#t(A)|| ^ Ме*^_ 0) ^ М. В частности, д(А) есть Со-полугруп-
па. 

Покажем, что ф(А) — генератор д(А), используя прием из [3, с. 515]. 
Дифференцируя (3) по s, получаем, что ф'^дг^) = J£{t~lu dvt(u))(—s), 
откуда следует, что 

r//(s) = lim &(rludvt(u))(-s). 

С другой стороны, из (1) выводим, что 
оо 

t//(s) = ci + / esuu dfi(u) = J£?(ci cteo(u) + и dfi(u))(-s), 
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где во — мера единичной массы, сосредоточенная в нуле. Следова
тельно [3, с. 488, теорема 2а], 

t ludvt(u) —> c\ deo(u) + udn(u) (/—•+()) 

(сходимость в широкой топологии). Полагая д л я х G D(A) функцию 
и I—• (T(u)x — x)u~l равной Ах при и — О, получим непрерывную функцию 
на [0;+оо), стремящуюся к нулю при и —*• +оо. Поэтому при х G D(A) 

lim 
gt(A)x - x оо 

lim (T(u)x - x)u~lt~ludvt(u) 

CO 

ci Ax + / (T{u) - I)x dfi(u) = ф(А)а 

Если lim sup \\I — T(u)|| < 2, то найдутся такие 6 > 0, 6 G (0;2), что 
и^ + 0 

\1 - Т(и)\\ ^ Ь при и G (0; 6). Тогда при ж G X 

(I-gt(A))x\\ = 
со / с о \ 

j{I-T{u))xdut(u)\ <: (& + (\\I-T(u)\\dvt{u) \ \\х\\. (5) 

Так как при р > 0 
(limo(^0(p) = 1 = №>)(p), 

то (см., например, [3, с. 486, теорема 2]) щ —• е$ в узкой топологии 
(t —» +0). Из (5) получаем теперь limsup||I — </t(.A)|| ^ 6 < 2, так что 

t—+о 
полугруппа д(А) голоморфна [4,5]. 

Наконец, если CQ < 0, то строим полугруппу д1(А), отвечающую 
функции ф — со из 2?, и полагаем gt(A) = eCotg}(A). 

Следствие. Пусть банахово пространство X упорядочено. Опера
тор ф(А) будет генератором ПОЗИТИВНОЙ полугруппы, если таковым 
является А. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть Т — произвольная Co-полугруппа, удовлетво
ряющая оценке ||T(u)|| ^ Меш\ и > 0, с генератором А и функция ф на 
(—CO;CJ) такова, что ^ i ( s ) = ф^+ш) G У * Поскольку оператор A—UJI явля
ется генератором равномерно ограниченной Co-полугруппы e~u)UT(u), 
мы можем положить Ф(А) = ф1(А — ио1). Тогда теорема 1 остается спра
ведливой с оценкой ||</*(А)|| ^ Ме^ш~°\ 

В [2, гл. XV] построено функциональное исчисление генераторов 
полугрупп д л я функций вида ф(з) = (j£?a)(—s), где a — мера на [0;+оо). 
Возникающие при этом операторы обозначены там через Ф(а,Л). По
кажем, что это исчисление согласовано с исчислением, рассматрива
емым в данной работе. 

Теорема 2. Функция ф(з) из У имеет вид {^a){—s), где a — мера 
на [0;+оо), s < 0, тогда и только тогда, когда ф(—оо) ф — оо. При этом 
условии ф(А) = Ф(а,А). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ф(в) = ( i fa ) ( - s ) , s < 0. Тогда в силу тау-
беровой теоремы д л я преобразования Лапласа будет ф(—оо) = «({0}) ф 
—сю. 
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Обратно, пусть ф Е 2? и ф(—оо) ф —оо. Отсюда сразу следует, 
что в (1) с\ — О и мера // ограничена. Тогда V(5) = {^а){—s)> г Д е а — 
^ + (со - IHIko- Поэтому при х е D(A) 

оо оо 

ф(А)х = с0ж + / (T(u) - I)x dfi(u) = / T{u)x da[u) = Ф(а, A)ar, 
о о 

что и требовалось доказать . 
Класс ^ есть конус по отношению к поточечному сложению и 

умножению на скаляры, устойчивый относительно композиции. Яс
но, что отображение ф к-+ ф{А) аддитивно и положительно однородно. 
Справедлива также теорема о сложной функции. 

Теорема 3. Если фх.фч Е ^ , то ( ^ о ф2){А) — ф\(ф2(А)). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть еггрг^ = ( i ? ^ ) ( - s ) (см. (3)). Если мы поло

жим 

Щ{г) = jv2
s{r)dvl{s) 

о 
(меру на Ж и соответствующую ей функцию распределения обозначаем 
одинаково), то et(^10^2^5) = (j£Vt)(—s). Как следует из доказательства 
теоремы 1, полугруппа 

со 

у;(А) = jT(r)dv;(r) 
О 

имеет генератор ф2(А). Аналогично полугруппа 
со 

дНЫА)) = jg]{A)dv]{s) 
О 

имеет генератор ф\(ф2{А)). С другой стороны, 
оо оо / со \ оо 

J д'ЦА) dv\(s) = ] [J T(r) du2
s(r) J dul(s) = | T(r) dut(r), 

0 0 \ 0 / 0 

поэтому полугруппа (/^(^(^l.)) имеет генератор (t/>i о ^2)(А), что завер
шает доказательство . 

Отметим следующее свойство непрерывности рассматриваемого 
исчисления. 

Теорема 4. Пусть фп Е 2? (п = 0 ,1 , . . . ) , VVi(s) -* ^o(s) поточечно при 
s < 0 и </>п(-0) -» ^о(-О). Тогда Д(А, ^ п (^ ) ) —• Я(А, ^о(^)) равномерно для 
всех А с Re А > 0 (п —• оо). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При t ^ 0 функции g?(s) = (j2V t
n)(-s) (га = 1,2,...) 

сходятся поточечно к </°(s) на множестве 5 ^ 0 (гг —• сю). Применяя под
ходящий вариант теоремы непрерывности д л я преобразования Лапла
са, получаем отсюда, что ||</j?(A) — </?(>!) || —• 0 (п —+ оо) при t ^ 0 (см (4)). 
Осталось воспользоваться равенством (Re А > 0, п — 0,1, . . . ) 

со 

R(\,rl>n(A))=je-Xtg?(A)t \dt 
о 

и теоремой Лебега о мажорированной сходимости. 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть Gen(X) есть множество генераторов ограничен
ных Co-полугрупп в X и А Е Gen(X) порождает полугруппу Т. Суще
ствует единственное непрерывное в смысле теоремы 4 аддитивное по
ложительно однородное отображение 3? —* Gen(X) такое, что —1 »—• —/, 
s »—* Л, e5W - 1 м Т(гг) — ^. Это отображение ф к-* ^(^)> задаваемое опре
делением 2. Д л я доказательства достаточно функцию ф из «^ аппрок
симировать суммами вида 

<ф) = с0 + cis + ^ аг-(е5М' - 1), а,- > О, 
8 = 1 

и воспользоваться свойствами рассматриваемого отображения и тео
ремой 4. 

^ - и с ч и с л е н и е устойчиво в следующем смысле (см. также теоре
му 8). 

Теорема 5. Пусть последовательность Co-полугрупп (Тп) равно
мерно ограничена в совокупности, Ап — генератор Тп (п — 1,2,...), 
ф Е 3?. Если R(Xo,An) —* R(XQ,AO) СИЛЬНО, где До с Re До > 0 фиксирова-

оо 
но, а Ао плотно определен и Апх —> А$х при некотором х £ f) D(An), то 

п=0 
и ф(Ап)х —> ф(Ао)х (п —» ос). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПО теореме Троттера — Като существует такая 
Co-полугруппа То с генератором Ао, что Tn(u) —• То (и) сильно, причем 

оо 
\\То(и)\\ ^ М, если ||Тп(г/)|| ^ М. При любом ж Е f] D(An), 8 > О и 

п=0 
п = 0 , 1 , . . . 

^(Ап)ж — udfj,(u)-{- / (Тп(и)х — x)dii{u). (б) 
(0;<5] (<$;+оо) 

Как отмечено при доказательстве корректности определения 2, мера 
udfi(u) ограничена на (0]6] (при достаточно малом 6) и /i([<5;-f со)) < 
со. Так как последовательность (Тп) равномерно ограничена, второй 
интеграл в (б) сходится к 

/ 
(TQ(U)X — х) dfi(u). 

(<5; + со) 

Используя [2, теорема 11.5.4], при и > 0 имеем 

Тп(и)х — х - J Tn(r)Anxdr 
о 

^ М||Лпх|| ^ const, 

Таким образом, к первому интегралу в (б) также применима теорема 
об ограниченной сходимости, что и завершает доказательство. 

Заметим, что уже для функции е5 — 1 из 3? теорема об отображе
нии спектра, вообще говоря, неверна (см. например, [6, с. 218]). Мы 
покажем, что она справедлива для голоморфных полугрупп. Далее 
(т(А), сгр(Л), <тг(А) обозначают спектр, точечный и остаточные спектры 
оператора А соответственно. Через ф(г) будем обозначать голоморф
ное продолжение функции ф из ЗГ в полуплоскость {Rez ^ 0}, которое 
получается, если в (2) положить А — z, Re z ^ 0, Т(и) = ezu. 
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Теорема 6. Предположим, что полугруппы Т, д(А) голоморфны 
(что, например, выполняется, если lim sup | |/ — T(ti)|| < 2), ф Е 3'. Если 

U-++0 
ф(—оо) = — оо, то 

а) <т(^(А)) = ^(<т(Л)), 
б) сгр(^(А)) = <Н<тр(А)), 
в) (тр(^(А)) U аг(ф(А)) = ф(<тр(А) U <гг(А)). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку полугруппа д{А) голоморфна, она ста

новится равномерно непрерывной (см., например, [7]). Следовательно 
(см. там же или [6, предложение 8.5]), при t ^ О 

ек,Шл)) = a{gt{A)) \ { 0 } . 

Далее, в силу [2, теорема 16.4.1] 

причем по тауберовой теореме для преобразования Лапласа будет 
i/t({0}) = gt(—оо) = 0. Таким образом, при всех t > О 

В силу голоморфности соответствующих полугрупп спектры &(А), 
а(ф(А)) лежат внутри некоторого угла Y = {s + iy : \у\ <С. — ks, s ^ 0}, 
где к > О фиксировано. Зафиксируем sQ ^ 0 и обозначим через Е, Р се
чения множеств а(ф(А)), ф(а(А)) вертикальной прямой {s — so}. Тогда 
etiE — e%iP при t > 0. Множество Е ограничено. Докажем ограничен
ность Р . Прежде всего в силу теоремы Линделефа (см., например, [8, 
с. 36]) существует lim ф^) — ф(—0), значит, ф ограничена на мно-

z£Y,z—*0 
жестве У П {—6 < 5 ^ 0} для некоторого 6 > 0. Поэтому далее будем 
предполагать , что s <С —Ь. Из (2), где положено T(u) = e(s+*v)u^ имеем 
(можно считать , что со = 0) 

оо 

Кеф(г) = cis + / esu (cos yu — \)d^x(u) ^ 0, 

oo 

\тф(х) — c\y + / esu sin уudfi(u). 

Найдется такая константа к\ ^ к, что при всех z = s + iy из У, s <C —b, 
u E (0;-foo) выполняется неравенство 

\esu sin yu\ ^ ki(l - esu cos yu). 
В самом деле, поскольку 

Ьт -! ^ - = (-s)M ^ к, 
u^ol-esucosyu у ; m ^ 

то при достаточно малом 6 > О можно .взять fci = max{fc, 1/(еЬ6 — 1)}. То
г д а при 2 Е У П { « ^ —6} справедливо неравенство |Imt/>(z)| ^ —к\ Кеф(г), 
влекущее ограниченность множества Р. Выбирая теперь t > 0 настоль
ко малым, чтобы функция £ •—• etC> была однолистной в горизонтальной 
полосе, содержащей i(EUP), получаем, что Е — Р, откуда и следует 
утверждение а). Утверждения б) и в) доказываются аналогично с ис
пользованием [6, предложение 8.3; 2, теоремы 16.6.1, 16.6.2]. Теорема 
доказана. 

Установим формулу для резольвенты оператора ф(А), обобщаю
щую формулу Като (см., например, [9, с. 144, (5.19)], а также пример 1 
ниже). 
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Теорема 7. Пусть ф(—оо) — — со и при всех Л > 0 функция f\(z) = 
1/(Л — ^(z)) продолжается до голоморфной в области {О < argz < 27г} 
и отображает полуплоскость {0 < arg 2 < 7г} в свое замыкание. Тогда 
существует положительная мера т\ на [0;-|-оо), преобразование Стил-
тьеса которой есть 

оо 

/|^7 = Л ( - 2 ) ( R e * > 0 , A > 0 ) , (7) 
О 

и справедливо равенство 
оо 

R(\,1>(A)) = J Щ,А)<1гх{0. (8) 
О 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Функция /л(*) удовлетворяет всем условиям те
оремы М. Г. Крейна [1, с. 159], и Д(—со) = 0. Поэтому уравнение (7) 
разрешимо. Так как Retp(-z) ^ 0 при Rez > 0 (см. доказательство 
теоремы 6), то д л я Л > 0 

о о \о ' 

С другой стороны, в силу (7) 

о о / о о \ о о / о о \ 

х^Ь)= / / e~ZUe~u'du dn{0 = J e'zu J e'ui drx{0 du-
0 \ 0 / 0 \ 0 / 

Таким образом, 

о о / о о \ 0 0 / 0 0 \ 

/ V A t ( ( e~zudvt(u)\ dt = I e~zu [ / V ^ d r A t f ) 1 <*"• (9) 
0 \o / 0 \o / 

В силу тауберовой теоремы ^t(O) = gt(—oo) = 0. Следовательно, инте
грируя по частям, имеем 

оо , оо оо 

Je-zudvt(u)=e-zuvt{u)\ - I' (-z)e-zuvt(u)du = z I\-zupt{u)du. 
0 0 0 

00 

Пусть Ф(и) есть первообразная (непрерывной) функции f e~u^ dr\(£), 
о 

причем Ф(0) = 0. Тогда, поскольку е~*иФ(и) —* 0 (и —• 4-оо), то 
о о / о о \ оо 

[ e~zu I fe-uidTx(0] du = e-zu$(u)\ - [ Ф(и){-г)е-ги du 

OO 

= 2 / \ ( u ) e - z u d u . 
0 
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Подставляя полученное выражение в (9) и меняя в левой части поря
док интегрирования, имеем 

оо / оо \ оо 

z f e~zu I f e-xtvt(u)dt\ du = z /e~ z u ^ (u )du ( R e z > 0 ) , 
0 \ 0 / 0 

oo 
откуда Ф(и) = f e~Xtvt(u) dt, а потому 

о 
oo oo 

J e~< drx(0 = j - J e~Xiut(u) dt. (10) 
о о 

Используя теорему Фубини, (10) и интегрирование по частям, получа-

оо / со оо / оо 

\dt 

\dt 

J R(£, A) drx(0 = J if e-^T(u) du drA(0 = J l J e~*u drx(0 T(u) du 

о о \o / о \o 
oo / oo \ oo 

= fr(u)dl Ie-xtut(u)dt\ = T(u) Ie-xtist(u)dt\ 
0 \ 0 / 0 
oo / oo \ oo 

- / I f e-xtvt(u)dt\ dT(u) = T(u) fе~Хгщ(и)( 
0 \ 0 / 0 
oo / oo \ oo 

~ / I I Vt{u)dT(u)\ e~Xtdt = T(u) Ie-Xivt(u)t 
0 \ 0 / 0 

oo / , oo \ oo 

- / [r(ti)i/ t(ti) | - f T(u)dut(u)\ e~xtdt= f e-Xtgt(A)dt = R(X^(A)), 
о \ u=0 о / о 

что и требовалось доказать . 
ЗАМЕЧАНИЕ. Рассматривая т\ как распределение, можно приме

нять к (7) формулы обращения д л я преобразования Стилтьеса рас
пределений [10] (см. также [11, гл. 5, § 1]). Например, 

+ оо 

4-со 

и = 0 

+сю 

и = 0 

гА(0 = ( 2 « Г 1 Ит (Л(£ + iy) - fxH - iy)), 
у-++о 

(11) 

где f\(z) — 1/(А — ф(г)) и предел понимается в смысле сходимости в 
&+. Если гд — обычная функция, то предел в (11) поточечный (см., 
например, [12, с. 244]). 

Из теоремы 7 легко выводится следующее свойство устойчивости. 
Теорема 8. Пусть Ап есть генератор Co-полугруппы Tn, ||Tn(u)|| ^ 

М, п — 0, 1 , . . . , а функция ф удовлетворяет условию теоремы 7. Если 
R(X,An) —• R(X,Ao) при А > 0 равномерно (сильно), то и R(X^(An)) —> 
R(X^(Ao)) при А > 0 равномерно (сильно) (п —• оо). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При А > 0, п — 0 , 1 , . . . имеем 
оо 

R(X,rP(An)) = J R((,An)drx((), 
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причем ||Я(£,АП)|| ^ М/£ (£ > 0). Из (7) при z | 0 в силу теоремы Б. Ле-
ви получаем, что функция М/£ гд-интегрируема. Осталось применить 
теорему Лебега о мажорированной сходимости. 

ПРИМЕР 1. Функция i/>(s) = — (—s)a при а £ (0; 1) принадлежит классу 
У и имеет интегральное представление 

оо 

^ s ) = r ( i ^ ) / ( e ' u - 1 ) u " 1 " a d u ( s < 0 ) ' 
О 

что легко, например, проверить дифференцированием. При этом фор
мула (2) превращается в формулу Балакришнана (см., например, [13, 
с. 358]). Полагая в теореме 3 ^i(5) = ~"(~5)a> ФГА^) — — (~5)^? a,fi £ 
(0; 1), получаем формулу Ватанабе [13, с. 366]). Из теоремы 4 следу
ет, что (—А)а —+ —А в сильном резольвентном смысле при а —• 1. Если 
А порождает голоморфную полугруппу, то теорема б дает равенство 
сг((—А)а) = {(—А)а : А £ <т(А)}, так как д(А) голоморфна [13, с. 362, теоре
ма 1]. 

Д л я того чтобы применить теорему 7, заметим, что ф(г) есть та 
ветвь функции — (—z)a в области {Reг < 0}, которая отрицательна при 
z — s < 0. Функция ф(г) голоморфна в {0 < arg z < 2тг} и отобража-
ет область {0 < arg г < 7г} в себя. Следовательно, этими свойствами 
обладает и f\(z) = 1/(А -f (—z)a) при А > 0, так как ( — z)a ф —А при 
z q~ (0;+оо). Таким образом, выполнены все условия теоремы 7, а пото
му имеет место (8). Считая т\ распределением, найдем его по формуле 
(11). Поскольку (~£±i0)a = е

±{*а£а при £ > 0 [14, с. 83], формальные вы
числения в алгебре граничных значений голоморфных функций д а ю т 

_ч 1 / 1 1 \ sin 7га £а 

2тгг V А + e~iwa^a А + ei7ra£a ) тг А2 + 2A£« cos тга + £2а ' 

что вместе с (8) приводит к упоминаемой выше формуле Като. 
ПРИМЕР 2. Пусть ф(в) = — log(l — s), s < 0. Это функция класса У с 

интегральным представлением 
оо 

ф(8) = f(tsu-\)u~le-udu. 
о 

Следовательно, по определению 2 (х £ D(A)) 

оо 

- log(/ - А)х = f(T(u) - I)xu~le-U du. 
о 

В рассматриваемом случае 
со 

gt(s) = (1 - s)-* = Tit)-1 f е8ииг-1е~и du, 

о 

что легко проверить по таблицам преобразования Лапласа, поэтому 
со 

9t(A) = (I - Л)" ' = Г ( 0 - 1 / т ( и у _ 1 е - и du 
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(ср. [6, с. 156]). Эта полугруппа голоморфна. Используя д л я gt{A) обо
значение exp(tip(A)), получаем основное логарифмическое тождество в 
форме 

expHlog(/ - А)) = (I - А)-*. 
Поскольку ip(z) = — log(l — z), где выбирается та ветвь логарифма в 

области {—7г < argz < 7г}, которая положительна на (1;+оо), то выпол
нены все условия теоремы 7. Как и в примере 1, найдем «ядро Като» 
ТА, соответствующее функции ф, по формуле (11), трактуя его как рас
пределение. Поскольку log(z ± г'0) = log |а?| ± гтг#(—х), где 9 — функция 
Хевисайда [14, с. 43, пример 6; с. 51, пример 4], имеем 

2тгг V А + log(l - £ - г'0) А + log(l - £ + %0 J тт2 + (А + log |<£ - 1|)2 * 

Таким образом, 
сю 

W . - M / - A » = / « < • , % « (Л>0). 
1 

Рассмотрим конкретный пример логарифма оператора. Пусть X = 
(7о(Мп) — пространство непрерывных функций на Мп, стремящихся к 
нулю на бесконечности, с sup-нормой, и пусть А — замыкание сужения 
оператора Лапласа А на пространство Шварца 5(МП). Известно [15, 
с. 281, пример 5], что А есть генератор сжимающей Co-полугруппы Т(и), 
определяемой сверткой с функцией у i-+ (4жи)~п/2е~\у\ lAu (определение 
генератора в [15] отличается знаком от принятого в данной работе). 
При х £ D(A) имеем 

оо 

- к*, - л),(„ = 1({4„Г"1^-^Ш, - *)).--.- *. 
О Жп 

сю 

= / f ( 4 ™ ) " n / 2 J e-\s-yf/Au{x(y) - x(s))dy\u-1e-u du. 
О Ж " 

Меняя порядок интегрирования и используя формулу 3.471.9 из [16, 
с. 354], окончательно получаем 

- log(/ - A)x(s) = 21-»/^-/2 j Х-^0-Кп/2(\у - S\/V2) dy, 

где Ки — цилиндрическая функция Макдональда. Этот оператор яв
ляется генератором полугруппы (/ - A ) _ t , которая, как нетрудно убе
д и т ь с я , задается сверткой с функцией 

У „ 21- ,-"/27г-"/2Г(0-1 |2 /Г_ п / 2Л'<-п/2( |у | /^) 

(«бесселев потенциал» [17, §27]). 
ПРИМЕР 3. Рассмотрим функцию 

ф(в) = - arch(l - 5) = - log(l - s + > / ( 1 - 5 ) 2 - 1 ) , s < 0, 

из &. Тогда 
оо 

V»(e) = f(esu - l)u-le-uI0{u)du 
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(It — функция Бесселя мнимого аргумента). Поэтому (х Е D(A)) 
со 

- arch(/ - А)х = f(T(u) - I)xu~le~uIQ(u) du. 
о 

В этом примере 
со 

t(s) = (1 - s + V ( l - s ) 2 - l ) - t = / esuu-le-utlt(u) du, 9 A 

что также можно проверить по таблицам преобразования Лапласа. 
Значит , 

9t 

со 

{А) = (1-А + у/(1 - А)2 - / ) "* = / T{u)u~le-Utlt(u) du. 

Д л я проверки выполнения условий теоремы 7 заметим, что ф(г) = 
— arch(l — z), где ветвь арккосинуса в области С \ (—оо; 1] выделяется 
условием arch х > 0 при х > 1. Поэтому ip(z) голоморфна в области 
{О < argz < 27г}. Остальные свойства функции ф легко выводятся из 
представления ф(г) — — \ogw(l — z), где w(Q = ( -f \/(2 — 1 — та ветвь 
функции, обратной функции Жуковского, д л я которой w(x) > 1 при 
х > 1. Пользуясь свойствами функции w(£), нетрудно проверить, что 
arg ги(£±г'0) = ±т;(ж), где rj(x) = 7Г при ж <С —1, 77(3?) = arccos х при —1 ̂  # <С 1, 
г](х) — О при х ^ 1, а потому 

logu>(x ± г'0) = log \х -f уж 2 — 1| ± irj(x). 

Поскольку 

\ + \ogw(l - f zfiO)' 
формула (11) дает равенство . 

1 Ф-0 тх(0 = 
* ri2{l ~ (,) + (А + log |1 - £ + v / ( l - 0 2 - l | ) 2 

Окончательно получаем 

R(X,-&IcHI-A)) = l J R({,A).rccos(l-Od{ 

О 
со 

+ / , « У * . ... .... (А>0, 
2 

arccos2(l - О + (А + log |1 - £ + ^ / ( l - O 2 - ! ! ) 2 

2 + (A + iog|i-e + y ( i - 0 2 - i | ) 2 
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