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Пусть G – конечная группа. Пусть { }i i I      – разбиение множества всех простых   и n целое. Обозначим 

( ) { ( ) }i in n          ( ) ( )G G       Множество 1  подгрупп группы G называется полным холловым  -мно-

жеством группы G, если каждый член 1  в   является холловой i -подгруппой группы G для некоторого i  и   

содержит точно одну холлову i -подгруппу G для каждого ( )i G    Подгруппа H группы G называется  -холловой 

подгруппой G, если ( ) ( )H G H          Подгруппа A группы G называется H -субнормально вложенной в G, ес-

ли A является  -холловой подгруппой некоторой  -субнормальной подгруппы группы G.  
 
Ключевые слова: конечная группа,  -субнормальная подгруппа,  -перестановочная подгруппа,  -холлова подгруп-

па, H -субнормально вложенная подгруппа. 

 
Let G be a finite group. Let { }i i I      be a partition of the set of all primes   and n an integer. We write 

( ) { ( ) }i in n          ( ) ( )G G       A set   of subgroups of G is said to be a complete Hall  -set of G if every 

member of {1}  is a Hall i -subgroup of G for some i  and   contains exact one Hall i -subgroup of G for every 

( )i G    A subgroup A of G is called a  -Hall subgroup of G if ( ) ( )A G A          We say that a subgroup A of G is 

H -subnormally embedded in G if A is a  -Hall subgroup of some  -subnormal subgroup of G.  

 
Keywords: finite group,  -subnormal subgroup,  -permutable subgroup,  -Hall subgroup, H -subnormally embedded 

subgroup. 

 
 

Введение  
На протяжении всей работы все группы ко-

нечны и G всегда обозначает конечную группу. 
Более того,   – множество всех простых чисел, 
    и \    Если n – целое число, символ 

( )n  обозначает множество всех простых чисел, 

делящих n   как обычно, ( ) ( )G G      – мно-

жество всех простых чисел, делящих порядок G.  
В дальнейшем, { }i i I      – некоторое раз-

биение   такое что, i I i    и i j     

для всех i j    
Пусть ( ) { ( ) }i in n         и ( )G   

( )G      Тогда G является  -примарной [1], 

[2], если G – i -группа для некоторого i    
Множество 1  подгрупп группы G назы-

вается полным холловым  -множеством G [3], 
если каждый член 1  в   является холловой 

i -подгруппой группы G для некоторого i  и 

  содержит точно одну холлову i -подгруппу 

G для каждого ( )i G    Если группа G облада-

ет полным холловым  -множеством, то G явля-
ется  -полной. На протяжении всей работы G 
всегда должна быть  -полной группой.  

Подгруппа A  группы G называется [1], [2]:  
(i)  -холловой подгруппой G, если  

( ) ( )A G A          

(ii)  -субнормальной в G, если существует 
цепь подгрупп 0 1 tA A A … A G      такая, 

что либо 1iA   является нормальной в iA  или 

1( )
ii i AA A   является  -примарной для всех 

1i … t      
Определение. Подгруппа A группы G назы-

вается H -субнормально вложенной (соответст-

венно H -перестановочно вложенной) в G, если 

A  является σ-холловой подгруппой некоторой 
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 -субнормальной подгруппы (соответственно 
 -перестановочной подгруппы) группы G.  

Напомним, что G  -нильпотентна [4], ес-
ли 1 tG H H     для некоторых  -примар-

ных групп 1 tH … H    Символ G N  обозначает 

 -нильпотентный корадикал группы G, т. е. 
пересечение всех нормальных подгрупп N  
группы G с σ-нильпотентным фактором G N    

Группа G называется  -разрешимой [1], 
[2], если каждый главный фактор G  -примарен.  

Пусть F  – класс групп. Подгруппа H  
группы G называется F -проектором G [5, VI, 
определение 7.8], если H F  и для каждой под-
группы E  группы G такой, что H E  и 
E N F  следует, что E NH   Подгруппа H  
группы G называется  -картеровой подгруппой 
G  если H  является N -проектором группы G  
где N  – класс всех σ-нильпотентных групп.  

Говорят, что группа G имеет силовскую 
башню, если G имеет нормальный ряд 

0 1 11 t tG G G G G        где 1i iG G     – 

порядок некоторой силовской подгруппы группы 
G для каждого {1 }i … t     Главный фактор груп-

пы G называется  -центральным (в G) [1], если 
полупрямое произведение ( ) ( ( ))GH K G C H K    

является  -примарным. В противном случае, 
H K  называется  -эксцентральным (в G).  

Группа G называется H E -группой, если G 

является группой вида G D M   где D G  N  – 
 -холловскская подгруппа группа G с 

( ) ( )D D      таким, что D  имеет силовскую 

башню и каждый главный фактор группы G ни-
же D  является  -эксцентральным, M  является 
 -картеровой подгруппой группы G и M  дей-
ствует непреводимо на каждой M -инвариантной 
силовской подгруппе группы D   

Нами получены следующие результаты:  
Теорема 0.1. Любые два из следующих усло-

вий эквиваленты:  
(i) Каждая подгруппа группы G является 

H -субнормально вложенной в G. 

(ii) Каждая  -субнормальная подгруппа H 
группы G является группой вида H D M   где 

D H  N  и M –  -картерова подгруппаи группы H. 
(iii) Каждая σ-субнормальная подгруппа 

группы G является H E -группой.   
Теорема 0.2. Пусть 1{ }tH …H   – полное 

холлово σ-множество группы G  и D G  N  То-
гда любые два из следующих условий эквива-
лентны:  

(i) G имеет H -перестановочно вложен-

ную подгруппу порядка A   для каждой под-

группы A группы G. 

(ii) D – циклическая группа порядка свобод-
ного от квадратов и ( ) 1i G     для каждого 

( )i D     

(iii) Для каждого множества 1{ }tA … A    где 

iA  – подгруппа (соответственно нормальная 

подгруппа) группы iH  для всех 1i … t     G име-

ет H -перестановочно вложенную (соответ-

ственно H -нормально вложенную) подгруппу 

порядка 1 tA A       

Отметим, что поскольку нильпотентна 
группа G обладает нормальной подгруппой по-
рядка n для каждого целого n делителя порядка 

G   в случае когда {{2} {3} }…      теорема 0.2 

покрывает теорему 11 в [6], теорему 2.7 в [7], 
теоремы 3.1 и 3.2 в [8] и теорему в [9]. Также, из 
теорем 0.1 и 0.2, в случае когда {{2} {3} }…      

следует теорема 3.4 в [7].  
Теорема 0.3. Любые два из следующих усло-

вий эквиваленты:  
(i) Каждая подгруппа группы G является 

H -перестановочно вложенной в G. 

(ii) G G M N  – H E -группа, где G N  – 
циклическая группа порядка свободного от квад-
ратов.   

(iii) G D M   где D –  -холлова цикличе-
ская подгруппа группы G порядка свободного от 
квадратов с ( ) ( )D D      и M σ-нильпотентна.  

В случае когда {{2} {3} }…     теорема 1 в 

[10] является следствием теоремы 0.3. 
 
1 Доказательство теоремы 0.1 
Мы даем набросок доказательства теоремы. 

(i)   (ii) Предположим, что это не так, и пусть 
G – контрпример минимального порядка. Тогда 
некоторая  -субнормальная подгруппа V  груп-
пы G не является H E -группой. Более того, 

1D G   N  так что ( ) 1G      

(1) Если K H G  и либо 1K    либо 
H G   тогда утверждение (ii) верно для H K   
Следовательно, V G  (это прямо следует из 
леммы 2.7 (1) (2) в [11] и выбора G).  

(2) Если G H    – i -число и H  не являет-

ся  -холловой подгруппой группы G, то H σ-суб-
нормальна в G и i -дополнение E  группы H  

нормально в G.  
Действительно, поскольку H  является H -

субнормально вложенной в G по условию, это 
следует из лемм 2.7 (4) и 2.8 в [11].  

(3) G  -разрешима и D  разрешима.  
Cначала покажем, что G  -разрешима. 

Ввиду утверждения (1) и [11, Лемма 2.5], доста-
точно показать, что G не проста. Предположим, 
что это не так. Тогда для силовской p-подгруппы 
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P группы G, где p – наименьший простой дели-
тель G   мы имеем P p   по [5, IV, 2.8]. Пусть 

V – максимальная подгруппа группы P. Тогда V 
не является  -холловой подгруппой группы G. 
С другой стороны, V  H -субнормально вложе-

на в G и, следовательно, G имеет такую  -суб-
нормальную подгруппу A  что V  –  -холлова 
подгруппа группы A. Тогда существует такая 
цепь подгрупп 0 1 tA A A A G       что ли-

бо 1i iA A   либо 1( )
ii i AA A   является  -при-

марной для всех 1i … t     Пусть 1tM A    По-

скольку V  не является  -холловой подгруппой 
группы G  1 A G    Следовательно, мы можем 
предположить, не теряя общности, что M G   
Но G проста, таким образом, 1GG M G G     

 -примарна и, следовательно, G является  -раз-
решимой. Это противоречие показывает, что G 
 -разрешима.  

Аналогично доказывается, что D разреши-
ма. Следовательно (3) верно.  

Проверка показывает, что справедливо сле-
дующее утверждение:  

(4) D – холлова подгруппа группы G. Следо-
вательно, D имеет дополнение M в G.  

(5) Если M E G    то E не является  -суб-
нормальной в G и, следовательно, E  –  -холло-
ва подгруппа группы G. 

Предположим, что E  является  -субнор-
мальной в G. Тогда существует такая цепь под-
групп 0 1 rE E E E G       где либо 1i iE E   

либо 1( )
ii i EE E   является  -примарной для всех 

1i … r     Пусть 1rV E    Мы можем предполо-

жить, не теряя общности, что V G  поскольку 
E G    

Предположим, что V является нормальной 
подгруппой группы G. Поскольку G  -разре-
шима по утверждению (3), G имеет такую нор-
мальную подгруппу K   что E V K   и G K  
 -примарна. Но тогда D K  и, следовательно, 
G MD ED K G      противоречие. Таким 
образом, V не является нормальной в G, значит 

GG V  является σ-примарной и, следовательно, 

GD V   Но тогда G MD ED V G      проти-

воречие.  
Следовательно, E  не является  -субнор-

мальной в G. По условию, G имеет такую  -суб-
нормальную подгруппу W, что E является  -хол-
ловой подгруппой группы W   Но тогда W G   
как и выше, следует, что E является σ-холловой 
подгруппой группы G. В частности, M является 
σ-холловой подгруппой группы G и, значит, D 
является σ-холловой подгруппой группы G. 

(6) ( ) ( )D D      и M  действует непре-

водимо на каждой M-инвариантной силовской 
подгруппе группы D.  

Пусть ( )ip D    Тогда из [11, Лемма 

2.6] и утверждений (3) и (4) следует, что для не-
которой силовской p-подгруппы P  группы G мы 
имеем PM MP   Более того, MP  – σ-холлова 
подгруппа группы G по утверждению (5). Следо-
вательно, ( ) 1i G      для всех таких i  что 

( )i D     и, значит, ( ) ( )D D       Таким 

образом, поскольку D  разрешима по утвержде-
нию (3), M  действует непреводимо на каждой 
M -инвариантной силовской подгруппе группы 
D  по утверждению (5).  

Также проверка показывает, что справедливо  
(7) M  –  -картерова подгруппа группы G 

и D  обладает силовской башней.   
(8) Каждый главный фактор группы G ни-

же D  является  -эксцентральным.  
Пусть H K  – главный фактор группы G 

ниже D  Тогда H K  – p -группа для некоторо-

го простого p по утверждению (6). По аргументу 
Фратинни, существует такая силовская p-под-
группа P и такое p-дополнение E группы D  что 

( )GM N P  и ( )GM N E   Тогда 

( )GM N P K   и ( )GM N P H    
Следовательно, 1P K   и P H P   по ут-
верждению (6), поэтому H K P   Пусть 
V EM   Тогда K V  и HV G   значит V  – 
максимальная подгруппа группы G  Следова-
тельно, ( ) ( ( ))G GG V H K G C H K      по [11, 

Лемма 2.9]. Следовательно, если H K   -цен-
тральна, тогда GD V   что невозможно, по-

скольку, очевидно, p не делит V    Таким обра-

зом мы имеем (8).  
Из утверждений (4)–(8) следует, что G явля-

ется H E -группой, вопреки нашему предполо-
жению, что G V   Следовательно, (i)   (ii).  

(ii)   (iii) Эта имплекация очевидна.  
(iii)   (i) По условию, G D M   где 

D G  N  –  -холлова подгруппа группы G  
( ) ( )D D      и M  действует непреводимо на 

каждой M -инвариантной силовской подгруппе 
группы D   

Несложно показать, что следующее утвер-
ждение верно:  

(*) Каждая подгруппа A группы G содержа-
щая M является  -холловой подгруппой группы G. 

Теперь, пусть A – подгруппа группы G. 
Сначала, предположим, что DA G   По лемме 
2.1 (6) в [11], DA  σ-субнормальна в G. Таким 
образом, каждая σ-субнормальная подгруппа 
группы DA  также является σ-субнормальной в 
G. Следовательно, условие (iii) верно для DA  
так что A H -субнормально вложенна в DA  по 

индукции. Но тогда A H -субнормально вло-

женна в G по лемме 2.1 (2) в [11].  
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Наконец, предположим что DA G   Тогда, 
поскольку G является  -разрешимой, для неко-

торого x  мы имеем xM A  по [11, Лемма 2.6]. 
Следовательно, xA  – σ-холлова подгруппа груп-
пы G по утверждению (*), значит xA  – H -суб-

нормально вложенная подгруппа группы G. Но 
тогда A – H -субнормально вложенная подгруп-

па группы G. Следовательно, импликация (iii)  
(i) верна.                                                                    
 

2 Доказательство теоремы 0.2 
Дадим набросок доказательства теоремы. 

Не теряя общности, мы можем предположить, 
что iH  – i -группа для всех 1i … t      

(i), (iii)   (ii) Предположим, что это невер-
но. Тогда 1D   и поэтому 1t     

Несложной проверкой можно показать, что 
справедливо следующее утверждение:  

(*) Если ( )ip G    то G имеет  -пере-

становочную подгруппу E  с 
i

E G p       

Теперь пусть ( )ip D   и пусть P  – 

силовская p-подгруппа группы D  Тогда, по ут-
верждению (*), G обладает  -перестановочной 
подгруппой E  такой, что 

i
E G p     Из лем-

мы 2.2 (4) в [11] следует, что E  является  -суб-

нормальной в G  Пусть i j   Тогда x
jH E  

является холловой j -подгруппой группы E  по 

лемме 2.1 (4) в [11], поэтому x
jE H E     явля-

ется j -числом. Но x
jH   делит E   и, следова-

тельно, x
jH   делит x

jH E     Следовательно, 
x
jH E   Таким образом, G

jH E  и, следователь-

но, GG E  – i -группа. Поэтому GE E p     

поскольку 
i

E G p     С другой стороны, оче-

видно, GD E E   и поэтому P p    Таким 

образом, все силовские подгруппы из D являют-
ся группами простого порядка, а значит – цикли-
ческими и поэтому каждый главный фактор 
группы G ниже D является циклическим. Следо-
вательно, D нильпотентна по [11, Лемма 2.4], 
поэтому D является циклической группой поряд-
ка свободного от квадратов.  

Наконец, предположим, что ( ) 1i G     

и пусть ( ) \{ }iq G p    Тогда, по утвержде-

нию (*), G обладает  -перестановочной подгруп-
пой F такой, что 

i
F G q     Тогда GD F F    

Таким образом, D E F   и поэтому p не делит 
D    Это противоречие завершает доказательст-

во импликаций (i)  (ii) и (iii)  (ii).  
(ii)  (iii) Сначала мы покажем, что для ка-

ждого i и для каждой подгруппы (соответственно 

каждой нормальной подгруппы) iA  группы iH   
существует H -перестановочно вложенная (со-

ответственно H -нормально вложенная) под-

группа iE  группы G такая, что 
ii iE A G       

Поскольку G, очевидно, является  -разрешимой, 
то она имеет i -дополнение E  по [11, Лемма 

2.6]. Таким образом, достаточно рассмотрим слу-
чай, когда 1iA    так как всякая  -холлова под-

группа группы G является H -нормально вло-

женной в G, а, значит, H -перестановочно вло-

женной в G.  
Предположим сначала, что D E   Тогда 

E D   нормальна  в G, так как G D  является 
 -нильпотентной. Таким образом, 

( ) ( )i iE D A D D EA D      

является  -перестановочной (соответственно 
нормальной) в ( ) ( )iG D E D H D D       Следо-

вательно, i iE EA  является  -перестановочной 

(соответственно нормальной) в G по лемме 2.2 (3) 
в [11] и 

ii iE A G        

Предположим теперь, что D E  Тогда 

1iD H    поэтому iH  является p -группой для 

некоторого простого p  так как для каждого 

( )i D   имеем ( ) 1i G     по условию. 

Следовательно, iH  имеет нормальную подгруп-

пу A такую, что pD A  и iA A    где pD  – 

силовская p-подгруппа группа D. Тогда D AE   
Более того, ( ) ( )AE D DA D ED D       так как 

ED D  является холловой i -подгруппой груп-

пы G D    Таким  образом,  iE AE  является 

 -перестановочной (соответственно нормальной) 
в G по лемме 2.2 (3) в [11] и 

ii iE A G        

Пусть 1 tE E E     Тогда 1 tE A … A      
поскольку ( ) 1i jG E G E       для всех i j   

Отметим, что iE  либо  -холлова подгруппа 

группы G, либо  -перестановочна (соответст-
венно нормальна) в G. Действительно, пусть V – 
 -перестановочная (соответственно нормаль-
ная) подгруппа группы G такая, что iE  является 

 -холловой подгруппой группы V. Предполо-
жим, что iE  не  -перестановочна (соответст-

венно не нормальна) в G. Тогда iE V   Посколь-

ку iG E    является i -числом, iV E    является 

i -числом. Но iE  является σ-холловой подгруп-

пой группы V. Следовательно, iE V  является 

 -холловой подгруппой группы G. 
Предположим, что 1 rE … E   являются  -пе-

рестановочными (соответственно нормальными) 
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в G и iE  является σ-холловой подгруппой груп-

пы  G  для всех i r   Тогда 0
1 rE E E    

является σ-перестановочной (соответственно 
нормальной) в G по лемме 2.2 (5) в [11] и 

1r tE E E
    является  -холловой под-

группой группы G  так как 

1r tG E H H
        

Теперь, 0E E E   – σ-холлова подгруппа 
группы 0E  по леммам 2.1 (4) и 2.2 (4) в [11], так 
что E  является H -перестановочно (соответст-

венно H -нормально) вложенной в G  Следова-

тельно (ii)   (iii).  
(ii)   (i) Поскольку G является  -разре-

шимой, H   -разрешима. Следовательно, H  
имеет  -базис 1{ }rL … L   такой, что i iL H  для 

всех 1i … r    по [11, Лемма 2.6]. Таким образом, 
из импликации (ii)   (iii) мы получаем, что G 
имеет H -перестановочно вложенную подгруп-

пу порядка 1 rL L H                                       

 
3 Доказательство теоремы 0.3 
(i)   (ii) Эта импликация следует из лем-

мы 2.2 (4) в [11] и теорем A и B.  
(ii)   (iii) Данная импликация очевидна.  
(iii)   (i) Пусть A – произвольная подгруп-

па группы G. Тогда DA  –  -перестановочная 
подгруппа группы G по лемме 2.2 (3) в [11], по-
скольку G  -разрешима. С другой стороны, по-
скольку ( ) ( )D D      и D – циклическая  -хол-

лова подгруппа группы G порядка свободного от 
квадратов, то A –  -холлова подгруппа группы 
DA  Следовательно, A является H -перестано-

вочно вложенной в G. Таким образом, имплика-
ция (iii)   (i) верна.                                               
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