
 

 

 

 

 

МАТЕМАТИКА 

 

 

УДК 512.542 
 

О гиперрадикальных формациях в классе конечных групп X 
 

А.Ф. ВАСИЛЬЕВ, И.Н. ХАЛИМОНЧИК 
 

Рассматривается проблема описания гиперрадикальных формаций в классе X и обсуждаются не-

которые направления ее решения. Устанавливается связь наследственных гиперрадикальных фор-

маций с наследственными решеточными формациями в классе X. Приводится описание наслед-

ственных формаций, гиперрадикальных в классе всех разрешимых групп, нильпотентная длина 

которых ограничена натуральным числом k. Сформулирован ряд открытых проблем, стимулиру-

ющих дальнейшее развитие теории гиперрадикальных формаций. 

Ключевые слова: конечная группа, нильпотентная длина, формация, гиперрадикальная форма-

ция, решеточная формация.  

 

The problem of describing hyperradiсal formations in class X and discuss some of the directions of its solu-

tion is considered. A connection of hereditary hyperradiсal formations with hereditary lattice formations in 

class X is established. A description of the hereditary hyperradiсal formations in the class of solvable groups, 

nilpotent length of which at most a given positive integer k is presented. A number of open problems that 

stimulate the further development of the theory hyperradiсal formations are formulated. 

Keywords: finite group, nilpotent length, formation, hyperradiсal formation, lattice formation. 
 

1. Введение. Рассматриваются только конечные группы. Одним из центральных в теории 

групп является понятие субнормальной подгруппы, которое тесно связано с классом всех ниль-

потентных групп. В 1938 г. Фиттинг в [1] показал, что класс всех нильпотентных групп является 

замкнутым относительно взятия произведений (или, что эквивалентно, относительно порожде-

ний) субнормальных подгрупп. В работе [2] Виландт установил, что множество всех субнор-

мальных подгрупп образует подрешетку решетки всех подгрупп в любой конечной группе. 

Обобщая понятие субнормальности, в 1969 г. Хоукс в [3] ввел понятие F-субнормальной 

подгруппы в классе разрешимых групп. В 1978 г. Л.А. Шеметков в монографии [4] распро-

странил понятие F-субнормальности на произвольные конечные группы. 

Пусть F − непустая формация. Подгруппа K группы G называется F-субнормальной, ес-

ли либо K = G, либо существует максимальная цепь подгрупп K = K0  K1…  Kn = G та-

кая, что (Ki )
F 
  K 1i  для всех i = 1, … ,n. 

Формация F называется решеточной в классе групп X, если в каждой X-группе G мно-

жество всех F-субнормальных подгрупп образует подрешетку решетки всех подгрупп G. Ре-

шеточные формации исследовались в работах [5], [6]. В работе [6] была выявлена тесная 

связь решеточных формаций с формациями, замкнутыми относительно взятия порождений 

F-субнормальных F-подгрупп. Поэтому в [7] было введено следующее 

Определение 1.1. Пусть X − некоторый непустой класс групп. Формация F, содержащаяся 

в X, называется гиперрадикальной в классе X, если выполняются следующие утверждения: 

1. формация F является нормально наследственной; 

2. любая X-группа G = < A, B >, где A и B − F-субнормальные F-подгруппы в G, при-

надлежит F. 

Если X − класс всех групп, то гиперрадикальную формацию F в X будем просто называть 
гиперрадикальной. Отметим, что формация всех нильпотентных групп является гиперради-
кальной. С другой стороны, формация всех сверхразрешимых групп не является гиперради-
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кальной. Поэтому в связи с общей задачей классификации гиперрадикальных формаций воз-
никает следующая общая 

Проблема 1.2. Пусть X − наследственная насыщенная формация. 
1. Описать все формации F являющиеся гиперрадикальными в X. 
2. Для данной наследственной насыщенной формации F описать формации X, для ко-

торых F гиперрадикальна в X. 
Ранее проблема 1.2 исследовалась в случаях, когда X совпадает с классом всех разре-

шимых или всех произвольных групп. Так из работы [6] следует описание насыщенных 
наследственных гиперрадикальных формаций. В [7] было получено конструктивное описа-
ние гиперрадикальных формаций в классе S всех разрешимых групп. 

В [8] были установлены насыщенные наследственные формации X, у которых любая ее 
насыщенная наследственная подформация F является гиперрадикальной в X. 

В частности, было доказано, что любая насыщенная наследственная подформация фор-
мации NA всех групп с нильпотентным коммутантом является гиперрадикальной в NA. 

Напомним [4], что формация F называется насыщенной, если из G/Φ(G)F следует, что GF. 
Как следует из работы [7], всякая разрешимая наследственная гипперрадикальная фор-

мация является насыщенной. С другой стороны, в работе [9] приведен пример ненаслед-
ственной гиперрадикальной формации, не являющейся насыщенной. Вместе с тем остается 
открытой следующая 

Проблема 1.3. Пусть X − наследственная насыщенная формация. Доказать, что лю-
бая наследственная формация F, являющаяся гиперрадикальной в X, будет насыщенной. 

Рассмотрению ряда случаев проблем 1.2 и 1.3 и посвящена данная работа. 
2. Предварительные сведения. В работе используются обозначения, определения и 

результаты из [4], [10]. Напомним, что формация – это класс групп, замкнутый относительно 
взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. Формация называется 
наследственной, если она вместе с каждой группой содержит все ее подгруппы. Пусть F – 
некоторая непустая формация. Тогда F-корадикалом группы G называется наименьшая нор-
мальная подгруппа из G, факторгруппа по которой принадлежит F и обозначается через G

F
. 

Сформулируем в виде лемм вспомогательные результаты необходимые для доказатель-
ства основных результатов. 

Лемма 2.1 [10]. Пусть F – непустая формация, H и N – подгруппы группы G, причем N 
нормальна в G. Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если H F-субнормальна в G, то HN F-субнормальна в G, а HN/N F-субнормальна в G/N; 

2) если NH, то подгруппа H F-субнормальна в G тогда и только тогда, когда под-

группа H/N F-субнормальна в G/N; 
3) если подгруппа Н F-субнормальна в подгруппе К, а К F-субнормальна в группе G, то 

Н F-субнормальна в G. 
Лемма 2.2 [10]. Пусть F – непустая наследственная формация. Тогда справедливы 

следующие утверждения: 

1) если Н – подгруппа группы G и G
F
 Н, то Н – F-субнормальная подгруппа группы G; 

2) если H – F-субнормальная подгруппа и К − подгруппа группы G, то подгруппа H∩K – 
F-субнормальная подгруппа в К; 

3) если Н1 и Н2 – F-субнормальные подгруппы группы G, то Н1∩Н2 − F-субнормальная 

подгруппа в G; 

4) если все композиционные факторы группы G принадлежат формации F, то каждая 

субнормальная подгруппа группы G является F-субнормальной; 

5) если H – F-субнормальная подгруппа группы G, то Н
g
 – F-субнормальная подгруппа в 

G для любого элемента g из G. 

3. Гиперрадикальные и решеточные формации. Связь гиперрадикальных и реше-

точных формаций в классе групп X устанавливает следующая 

Теорема 3.1. Пусть X − наследственная насыщенная формация. Если F − наследствен-

ная гиперрадикальная формация в X, то F является решеточной формацией в X. 
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Доказательство. Пусть F − наследственная гиперрадикальная формация в классе X. По 

3) леммы 2.2 пересечение F-субнормальных подгрупп является F-субнормальной подгруп-

пой. Предположим, что F не является решеточной формацией в X. Пусть X-группа G − 

контрпример минимального порядка к утверждению теоремы. Тогда в G найдутся две  

F-субнормальные подгруппы A и B такие, что подгруппа < A, B > не является  

F-субнормальной в G. Ясно, что < A, B > ≠ G и < A, B > X. Если GF, то из наследственно-

сти формации F следует, что < A, B > является F-субнормальной в G. Противоречие. Следо-

вательно, G не принадлежит F. 

Пусть N − минимальная нормальная подгруппа группы G. Если N = G, то G − простая 

группа. Так как GF, то G
F
 = G. Следовательно, AG

F
 = G. Противоречие с тем, что A −  

F-субнормальная подгруппа в G. Будем считать, что N ≠ G. По 1) леммы 2.1 AN/N и BN/N − 

F-субнормальные подгруппы в G/NX. По индукции < AN/N, BN/N > = < A, B >N/N −  

F-субнормальная подгруппа в G/N. Отсюда и из 2) леммы 2.1 подгруппа < A, B >N  

F-субнормальна в G. Если < A, B >N ≠G, то < A, B > F-субнормальна в < A, B >N. Тогда по 3) 

леммы 2.1 < A, B > − F-субнормальная подгруппа в G. Противоречие. Итак, < A, B >N = G для 

любой минимальной нормальной подгруппы группы G. Так как < A, B > ≠ G, то нетрудно ви-

деть, что < A, B >G=1. 

Пусть A
F
 ≠1. Ввиду леммы 2.1 из [11] подгруппа A

F
 субнормальна в G. Тогда по теоре-

ме 7.10 из [4] следует, что  

1 ≠ (A
F
)
G
 = (A

F
)
 N <A,B>

 =(A
F
)
<A,B>

   < A, B >. 

Откуда следует, что < A, B >G ≠ 1. Получили противоречие. Значит, A
F
=1 и AF. Анало-

гично доказывается, что BF. Так как < A, B > X, то из гиперрадикальности формации F в 

X следует, что < A, B >F. Так как F и X − формации, то X-группа G имеет единственную 

минимальную нормальную подгруппу N = G
F
 и < A, B >N = G. 

Рассмотрим подгруппу AN. Так как N = G
F
 и A является F-субнормальной в G, то AN ≠ G. 

Из того, что AF следует, что (AN)
F
 N. 

Пусть (AN)
F
N. Тогда из наследственности формации F и AN/(AN)

F
F следует, что 

N/(AN)
F
F. Так как N − элементарная группа, то нетрудно видеть, что NF. Так как G

F
N, 

то по 1) леммы 2.2 N F-субнормальна в G. Из AN  X и гиперрадикальности F в X получаем, 

что ANF. Аналогично BNF. Так как AN и BN − F-субнормальные F-подгруппы в G, то 

G = < AN, BN >F. Противоречие. 
Пусть (AN)

F
 = N. Так как A является F-субнормальной подгруппой в G, то по 2) леммы 

2.2 следует, что A F-субнормальна в AN. Если A ≠ AN, то A(AN)
F 

≠ AN. Противоречие. Поэто-
му A = ANF. Аналогично B = BNF. Из гиперрадикальности F в X следует, что G = < AN, BN > 
= < A, B >F. Противоречие. Значит, наше предположение неверно и F − решеточная форма-
ция в X. Теорема доказана. 

Когда X класс всех групп, теорема 1 была доказана в работе [12]. 
Как следует из работ [7], [11], обратное утверждение теоремы 1 неверно, так как суще-

ствуют решеточные формации, которые не являются гиперрадикальными. 
Следующая теорема развивает основной результат работы [12]. 
Теорема 3.2. Пусть F − наследственная формация, X − насыщенная формация, причем 

X = SπX, где π = π(F). Если F − гиперрадикальная формация в X, то F является насыщенной 
формацией, решеточной в X. 

Следствие 3.3. Всякая наследственная гиперрадикальная формация является насы-
щенной решеточной формацией. 

Замечание. Следствие 3 с учетом основного результата из работы [6] дает ответ на во-
прос 4.8 из работы [13]. 

4. Гиперрадикальные формации в классе N
k.

. В следующих теоремах описаны 
насыщенные формации, гиперрадикальные в классе N

k
 всех разрешимых групп, нильпотент-

ная длина которых не превосходит натуральное число k. Пусть π – некоторое множество 

простых чисел. Тогда N k

  обозначает класс всех разрешимых π-групп, нильпотентная длина 

которых не превосходит k, где k – некоторое неотрицательное целое число. В частности, если 
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k = 0, то N k

  совпадает с классом всех единичных групп. Если k = 1, то N k

  = Nπ. Если π сов-

падает с множеством всех простых чисел, то N k

 = N
k
. 

Используя результаты работы [7], нетрудно получить следующий результат. 
Теорема 4.1. Пусть F − подформация формации N. Тогда следующие утверждения  

эквивалентны: 
1) F является гиперрадикальной формацией в N; 
2) F = Nπ, где π = π(F). 
Напомним [10], что формация F конечных групп называется формацией Шеметкова в 

классе X, если каждая минимальная не F-группа из X является либо группой Шмидта, либо 
группой простого порядка. Наиболее важную роль для приложений играют формации Шеметко-
ва в классе X, состоящих из разрешимых групп. В работе [14] были описаны наследственные 
насыщенные формации Шеметкова в классе X в случае, когда F   X = Sπ(X). В работе [15] полу-

чено описание наследственных локальных формаций Шеметкова F в классе X при предположе-
нии, что F   X и X − наследственная насыщенная формация конечных разрешимых групп. 

Теорема 4.2. Пусть F − насыщенная формация, FN
2
. Следующие утверждения экви-

валентны. 
1) F является гиперрадикальной формацией в N

2
; 

2) F является формацией Шеметкова в N
2
; 

3) F имеет максимальный внутренний локальный экран f такой, что f(p)=NpNπ(f(p)) для 
любого p  π(F). 

Теорема 4.3. Пусть F − нормально наследственная формация, FN
k
, где k − фиксиро-

ванное натуральное число и k ≥ 3. Формация F является гиперрадикальной в N
k
 тогда и 

только тогда, когда существует разбиение {πi | iI} множества π(F) такое, что  

F = D0( i I N
i

k ). 
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