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Аннотация. Найдены приближённые аналитические решения уравнения Логунова – Тавхелидзе в интегральной форме 
с линейным в релятивистском конфигурационном представлении потенциалом. Полученные волновые функции  
выражены через функцию Макдональда, а условие квантования энергии является трансцендентным уравнением. 
 
Ключевые слова: уравнение Логунова – Тавхелидзе, релятивистское конфигурационное представление, линейный  
потенциал, преобразование Лапласа, приближённое аналитическое решение, функция Макдональда, условие кванто-
вания энергии. 
 
Для цитирования: Гришечкин, Ю.А. Приближённое аналитическое решение уравнения Логунова – Тавхелидзе  
с линейным потенциалом в релятивистском конфигурационном представлении / Ю.А. Гришечкин, В.Н. Капшай // Проблемы 
физики, математики и техники. – 2022. – № 2 (51). – С. 22–25. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_2_51_22 –  
EDN: IMQFYS 
 
Abstract. The approximate analytical solutions of the Logunov – Tavkhelidze equation in integral form with a linear potential 
in the relativistic configurational representation are found. The obtained wave functions are expressed in terms of the  
Macdonald function while the energy quantization condition is a transcendental equation. 
 
Keywords: Logunov – Tavkhelidze equation, relativistic configurational representation, linear potential, Laplace transformation, 
approximate analytical solution, Macdonald function, energy quantization condition. 
 
For citation: Grishechkin, Yu.A. Approximate analytical solution of the Logunov – Tavkhelidze equation with a linear 
potential in the relativistic configurational representation / Yu.A. Grishechkin, V.N. Kapshai // Problems of Physics, Mathemat-
ics and Technics. – 2022. – № 2 (51). – P. 22–25. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2022_2_51_22 (in Russian). –  
EDN: IMQFYS 

 
 

Введение 
Уравнение Логунова – Тавхелидзе для сфе-

рически-симметричной волновой функции 
(2 , )E r  системы двух скалярных частиц одина-

ковой массы m в релятивистском конфигураци-
онном представлении (РКП) имеет вид [1], [2] 

0
(2 , ) ( , , ) ( ) (2 , ) ,E r G E r r V r E r dr


       (0.1) 

где параметр 2E  – энергия двухчастичной сис-
темы, 0r   – координата в РКП, ( )V r  − потен-

циал, ( , , )G E r r  – функция Грина, имеющая сле-

дующую форму: 
( , , ) ( , ) ( , ),G E r r G E r r G E r r       (0.2) 

sh( 2 )
( , ) .

sh 2 sh( 2)

i i mr
G E r

m mr

   


 
 

Величина 0   в (0.2) связана с энергией 2E  по 

формуле 2 2 ch .E m    

В данной работе мы рассматриваем методы 
приближённого аналитического и численного 
решений уравнения (0.1) с линейным потенциа-
лом в РКП следующего вида: 

( ) ,V r r       (0.3) 

где 0   – константа связи.  
 

1 Приближённое аналитическое решение  
Выполним преобразование Лапласа [3] над 

уравнением (0.1). В результате получим равенство 

0
(2 , ) ( , , ) ( ) (2 , ) ,E z g E z r V r E r dr


         (1.1) 

где введены обозначения для изображения вол-
новой функции, определяемого по формуле [3] 

0
(2 , ) exp( ) (2 , ) ,E z z r E r dr


         (1.2) 

и интеграла 
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0
( , , ) exp( ) ( , , ) .g E z r zr G E r r dr


        (1.3) 

Величина z  – комплексная переменная функ-
ции-изображения. Вычисление интеграла (1.3) 
удобно выполнять, используя представление 
функции Грина в форме интеграла Фурье [1], [2] 

( , , )G E r r                         (1.4) 

0

2
sin( ) ( , )sin( ) ,p MR p p p

m
mr G E mr d

     


 

где мы использовали обозначение для функции 
Грина в импульсном представлении 

2 2 2

1
( , ) .

ch 0
MR p

p

G E
m E i

 
  

 

После подстановки (1.4) в (1.3) и выполнения 
двойного интегрирования получим выражение: 

( , , ) exp( ) ( , / )MRg E z r zr G E iz m        (1.5) 
( ) ( )

2 ( ) 2
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exp( )2

sh 2 ( )
s s

s s

i mr

z m

 



 
 

  
 

( ) ( )

2 ( ) 2
0

exp( )2
,

sh 2 ( )
s s

s s

i mr

z m

 



 
 

  
 

где ( ) ,s i s      ( )
s i i s       – полюса 

функции ( , ).MR pG E   Подстановка потенциала 

(0.3) и выражения (1.5) в (1.1), а также учёт фор-
мулы (1.2) приводит к следующему равенству: 

(2 , ) ( , ) (2 , )MR zE z G E iz m E z         (1.6) 
( )

( )
( ) 2 2

0

2
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E i m
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где индексом z  обозначена производная по со-
ответствующей переменной. 

Предположим теперь, что в равенстве (1.6) 
можно пренебречь суммой, стоящей в правой 
части, тогда это равенство упрощается до сле-
дующего дифференциального уравнения первого 
порядка: 

11
(2 , ) ( , ) (2 , ).z MRE z G E iz m E z  


    (1.7) 

Нахождение общего решения уравнения (1.7) и 
последующая подстановка полученной функции 
в формулу для обращения преобразования Лап-
ласа [3] 

1
(2 , ) exp( ) (2 , )

2

i

i
E r zr E z dz

i



 
  


 

приводит к следующему интегральному выраже-
нию для волновой функции: 

(2 , )E r                         (1.8) 

 
3

2 2

0
cos ( 2) sh ,

2 2 4

m m m
C r E m t t dt
  

      
  

 

где C – неизвестная константа, возникшая при 
решении уравнения (1.7).  

Получим нерелятивистский предел инте-
гральной формулы (1.8). Для этого выполним в 
ней замену переменной 2x mt  и устремим 

массу m  к бесконечности. В результате, после 
несложных преобразований, мы получим инте-
гральное представление функции Эйри [3], т. е. 
решение уравнения Шрёдингера с запирающим 
потенциалом в координатном представлении [4].  
Интеграл в формуле (1.8) может быть выражен 
через функцию Макдональда ( )K z  [3], а волно-

вая функция представлена в виде 

 

 2 2

2 2

3

( 2)
2

(2 , )

exp ( 2)
2 4

.
4m

i r E m

E r

m m
C r E m

m
K

  

 

         
 

    

 (1.9) 

Из уравнения (0.1) следует, что волновая функ-
ция обращается в ноль при 0.r   Взяв формулу 
(1.9) в указанной точке и приравняв её к нулю, 
получим следующее трансцендентное уравнение: 

   2 2
3

(8 ) (2 ) 2
(4 ) 0,

im E m
K m

 
        (1.10) 

которое является условием квантования энергии 

системы ( )2 ,nE  где 1, 2,3,....n   Таким образом, 
выражения (1.9), (1.10) являются приближённым 
решением уравнения Логунова – Тавхелидзе с 
линейным в РКП потенциалом (0.3).  

В следующем разделе мы найдём числен-
ные решения интегрального уравнения (0.1) с 
потенциалом (0.3) и выполним их сравнение с 
решениями, полученными описанным методом, с 
целью проверки его эффективности. 
 

2 Численное решение интегрального 
уравнения 

Для нахождения численного решения инте-
грального уравнения (0.1) был использован ме-
тод, неоднократно применявшийся для нахожде-
ния решений ковариантных двухчастичных 
уравнений в случае резонансных состояний [5]–
[8]. Метод состоит в замене интеграла в уравне-
нии (0.1) интегральной суммой по одной из 
квадратурных формул с последующим сведени-
ем полученных таким образом равенств к линей-
ным системам однородных алгебраических 
уравнений [9]: 

0;M   
(2 , , ) ( ),m n m n n m n nM w G E r r V r        (2.1) 

где M – основная матрица системы,   – вектор, 

составленный из значений волновой функции в 
узловых точках nr  квадратурной формулы, nw  – 

весовые коэффициенты квадратурной формулы, 

mn  – элементы единичной матрицы. Условие 
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существования ненулевых решений системы 
уравнений (2.1) – равенство нулю детерминанта 
матрицы M 

(2 ) det 0f E M           (2.2) 

является уравнением относительно дискретных 
значений величины 2 .E  Таким образом, уравне-
ние (2.2), фактически, является условием кванто-
вания энергии. Предварительный поиск корней 
уравнения (2.2) целесообразно представить гра-
фически на комплексной плоскости величины 
2E. На рисунке 2.1 сплошной линией изображе-
ны нули действительной части (2 ),f E  штрихо-

вой – мнимой части, кружками обведены корни 
уравнения (2.2). 

На рисунке 2.1 видно, что корни располо-
жены на вещественной оси. В таблице 2.1 приве-
дены значения обезразмеренной энергии  

2
2 ,num

num
E

m
   

найденные численным решением интегрального 
уравнения, и значения энергии  

2
2 ,appr

appr

E

m
   

полученные численным решением приближённо-
го трансцендентного уравнения (1.10).  

Величины энергии найдены с точностью до 
6 знаков после запятой и выше. Насколько полу-
ченные величины энергии оказываются близки-
ми можно судить по приведенным в таблице 2.1 
значениям величины | 2 2 | .appr num      Как 

видно, с ростом величины константы связи   
точность значений энергии, найденных при ре-
шении уравнения (1.10), снижается, а с ростом 
номера состояния n – повышается. 

 

 
 

Рисунок 2.1 – Корни уравнения (2.2) при 1,m  0,5   
 

Таблица 2.1 – Значения обезразмеренной энергии 2E m  
 

n 2 num  2 appr    2 num  2 appr    2 num  2 appr    

0,5   1,0   2,0   
0 3,2193 3,2257 0,0064 3,8014 3,8158  0,0144 4,6203 4,6500 0,0297 
1 3,9527 3,9557 0,0030 4,8325 4,8385  0,0060 6,0511 6,0624 0,0113 
2 4,4914 4,4934  0,0020 5,5804 5,5841 0,0037 7,0798 7,0863 0,0065 
3 4,9349 4,9363  0,0014 6,1925 6,1951 0,0026 7,9185 7,9230 0,0045 

4,0   8,0   16,0   
0 5,7570 5,8132  0,0562 7,3200 7,4196  0,0996 9,4574 9,6247 0,1673 

1 7,7246 7,7444  0,0198 10,0106 10,0438 0,0332 13,1256 13,1797 0,0541 
2 9,1310 9,1422 0,0112 11,9280 11,9463 0,0183 15,7367 15,7660 0,0293 
3 10,2755 10,2830 0,0075 13,4868 13,4989 0,0121 17,8594 17,8786 0,0192 
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Рисунок 2.2 – Волновые функции первых трёх состояний при 1,m   1   

 
На рисунке 2.2 приведены графики волно-

вых функций, найденных аналитически по при-
ближённой формуле (1.9) (approximate) и чис-
ленным решением интегрального уравнения 
(numerical). Графики приближённых аналитиче-
ских волновых функций визуально неотличимы 
от графиков, построенных на основании числен-
ных решений. 

Таким образом, рассмотренный метод по-
зволяет найти решения с хорошей точностью для 
указанных значений константы связи .  
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе получены 

приближённые аналитические решения уравне-
ния Логунова – Тавхелидзе с линейным в реля-
тивистском конфигурационном представлении 
потенциалом. При этом найденные волновые 
функции выражены через функцию Макдональ-
да, а собственные значения энергии являются 
решениями трансцендентного уравнения. Срав-
нение полученных решений с численными пока-
зало эффективность предложенного метода. В 
дальнейшем мы планируем выполнить исследо-
вания, связанные с критериями применимости 
рассмотренного в данной работе приближённого 
аналитического метода, а также использовать 
этот метод для решения релятивистских двух-
частичных уравнений в интегральной форме с 
другими типами взаимодействий. 
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