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Введение 
В работе рассматриваются только конечные 

группы. Изучение принадлежности насыщенной 
формации F  групп, у которых нормализаторы 
силовских подгрупп лежат в ,F  восходит к ре-

зультату Глаубермана [1] о том, что если qF N  – 

формация всех q-групп и нормализатор любой 
силовской q-подгруппы группы G принадлежит 

qN  для любого простого делителя q порядка G, 

то G – примарная группа. В дальнейшем для 
краткости нормализаторы силовских подгрупп 
группы будем называть силовскими нормализа-
торами. В [2] в случае, когда F N  – формация 
всех нильпотентных групп, доказано, что GN  
всякий раз, как силовские нормализаторы ниль-
потентны. В [3] установлено, что если F  – фор-
мация всех  -дисперсивных групп с абелевыми 

силовскими подгруппами для некоторого упоря-
дочения   множества всех простых чисел, или 

F  – формация всех вполне факторизуемых групп, 
то группа G с силовскими нормализаторами из 

F  сама соответственно принадлежит F.  К этому 
направлению исследований относятся также ра-
боты [4]–[6]. 

Отметим, что если F U  – формация всех 
сверхразрешимых групп, то из сверхразрешимо-
сти силовских нормализаторов в группе G уже не 
следует, что G принадлежит .U  В качестве при-
мера такой группы выступает симметрическая 
группа 4S  степени 4, в которой силовскими нор-

мализаторами являются силовские 2-подгруппы 
и подгруппы, изоморфные 3 2[ ] .Z Z  При этом 

4 ,S  U  а в 4S  все силовские нормализаторы 

принадлежат .U  Строение группы со сверхраз-
решимыми силовскими нормализаторами было 
исследовано в работах [7], [8]. Например, для 
такой группы G в [7] были получены свойства в 
случае | ( ) | 2,G   в [8] найдены оценки нильпо-

тентной длины в случае разрешимости G. 
Группы с формационно субнормальными си-

ловскими нормализаторами исследовались в [9], 
где, в частности, были найдены наследственные 
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насыщенные формации ,F  содержащие группу с 
F -субнормальными силовскими нормализато-
рами. 

Согласно [10] подгруппа A группы G назы-
вается полунормальной в G, если существует 
подгруппа B такая, что G AB  и AX – подгруп-
па в G для любой подгруппы X из B. В [11] под-
группа A группы G называется полусубнормаль-
ной в G, если A субнормальна или полунормаль-
на в G. 

Понятие полусубнормальной подгруппы в 
разрешимых группах является частным случаем 
активно используемого в настоящее время поня-
тия  -субнормальной подгруппы. Напомним [12], 
что подгруппа H группы G называется  -суб-
нормальной в G, если либо ,H G  либо имеется 
цепь подгрупп от H до G с простыми индексами. 
В разрешимой группе всякая полусубнормальная 
подгруппа является  -субнормальной, однако 
обратное неверно. 

В настоящей работе для -разрешимой 
группы G, принадлежащей , E E  с -сверхраз-

решимыми нормализаторами силовских p-под-
групп ( ( ))p G  найдена связь полусубнор-

мальности нильпотентных корадикалов в G этих 
силовских нормализаторов с -сверхразрешимо-
стью G. Получены новые результаты для разре-
шимой группы со сверхразрешимыми силовски-
ми нормализаторами. 
 

1 Предварительные сведения 
В работе используются обозначения и опре-

деления из [13] и [14]. 
Через | G | обозначается порядок группы G, 

( )G  – множество всех простых делителей |G|, 

( )pO G  – наибольшая нормальная p-под-

группа G для простого числа p, 
Core ( ) x

G M M   для всех x G  для лю-

бой подгруппы M из G, 
( )F G  – подгруппа Фиттинга из G, т. е. наи-

большая нильпотентная нормальная подгруппа G, 

pZ  – циклическая подгруппа порядка p, 

1 – единичная подгруппа (группа), 
  – множество всех простых чисел. 
В работе используются обозначения классов 

групп: 
S  – класс всех разрешимых групп, 

E  – класс всех -групп для ,    

E  – класс всех  -групп, где \ ,  �  

( | ,G N G N    E E E  и / ).G N E  

Лемма 1.1. Пусть G – группа. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения. 

(1) Если H – субнормальная подгруппа в G, 
то H K  – субнормальная подгруппа в K [13, 
теорема 7.3]. 

(2) Если K – субнормальная подгруппа в H и 
H – субнормальная подгруппа в G, то K – суб-
нормальная подгруппа в G [13, лемма 7.1]. 

(3) Если H и K – субнормальные подгруппы в 
G, то H K  – субнормальная подгруппа в G и 

,H K   – субнормальная подгруппа в G [13, тео-
ремы 7.4 и 7.5]. 

(4) Если H – субнормальная подгруппа в G и 
K – нормальная подгруппа в G, то /HK K  суб-
нормальна в /G K  [14, лемма A.14.1 (b)]. 

Лемма 1.2 [11, лемма 3.1]. (1) Если H – по-
лусубнормальная подгруппа группы G и 

,H X G   то H полусубнормальна в X. 
(2) Если H – полусубнормальная подгруппа 

группы G и подгруппа N нормальна в G, то HN 
полусубнормальна в G и /HN N  полусубнор-
мальна в / .G N  

(3) Если H – полусубнормальная подгруппа 
группы G и Y – непустое множество элементов 
из G, то подгруппа |Y yH H y Y     полусуб-

нормальна в G. В частности, gH  полусубнор-
мальна в G для любого .g G  

Лемма 1.3 [11, лемма 3.2 (1)]. Пусть p – 
наибольший простой делитель порядка группы 
G. Если силовская p-подгруппа P из G полусуб-
нормальна в G, то P нормальна в G. 

Лемма 1.4 [14, теорема А.15.2]. Если в груп-
пе G существует максимальная подгруппа M с 
Core ( ) 1,G M   то выполняется только одно из 
утверждений: 

(1) в G имеется единственная минимальная 
нормальная подгруппа N, ( )GN C N  (в частно-
сти, N абелева) и M дополняет N в G; 

(2) в G имеется единственная минимальная 
нормальная подгруппа N, N неабелева и M явля-
ется добавлением N в G; 

(3) в G имеются только две минимальные 
нормальные подгруппы 1N  и 2 ,N  каждая из них 
добавляема с помощью M в G. Также 

3( )G i iC N N   и 1 2 1 2 .N N N N M    

Для непустой формации F  через GF  обо-
значается F -корадикал группы G, т. е. наимень-
шая нормальная подгруппа из G со свойством 

/ .G G F F  Нильпотентный корадикал – это GN  
для .F N  

Лемма 1.5 [13, лемма 1.2] Пусть F  – не-
пустая формация, G – группа. Тогда справедли-
вы следующие утверждения: 

(1) ( / ) /G K G K KF F  для любой ;K G  

(2) если ,G HK  H – подгруппа из G и 

,K G  то .H K G KF F  
Лемма 1.6 [13, лемма 3.9 (1)]. Если G – 

группа, то ( / ( / )) 1p GO G C H K   для любого 

главного фактора /H K  из G, ( / ),p H K  и 

( ) ( / ).p GF G C H K  
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Известные необходимые нам свойства  
-сверхразрешимых групп (см., например, [13, 
c. 35], [15, гл. VI, § 8, 9]) приведем в следующей 
лемме. 

Лемма 1.7. Класс всех -сверхразрешимых 
групп является наследственной насыщенной 
формацией; если группа G p-сверхразрешима, то 
она имеет p-нильпотентный коммутант; если 
группа G сверхразрешима, то G дисперсивна по 
Оре. 

Напомним [13], что дисперсивная по Оре 

группа – это группа G с 1 2
1 2| | ,n

nG p p p    в 

которой существуют нормальные подгруппы по-
рядков  

1
1 ,p  1 2

1 2 ,p p   …, 11 2
1 2 1 ,n

np p p  
  1 2

1 2
n

np p p    

при естественном упорядочении 

1 2 .np p p    

Нам потребуется известный результат 
С.А. Чунихина. 

Лемма 1.8 [13, теорема 18.3]. Если G –  
-разрешимая группа, то ( ) .G D D   S  

 
2 Основной результат 
Лемма 2.1. Пусть P – силовская p-подгруп-

па группы G, N – нормальная подгруппа из G. 
Если ( ( ))GN P N  – полусубнормальная подгруппа в 

G, то /( ( / ))G NN PN N N  – полусубнормальная под-

группа в / .G N  
Доказательство. По свойству силовских 

подгрупп / ( / ) ( ) / .G N GN PN N N P N N  Из леммы 

1.5 следует, что  

/( ( / )) ( ( )) / .G N GN PN N N P N NN N  
Тогда из полусубнормальности ( ( ))GN P N  в G по 

лемме 1.2 (2) имеем /( ( / ))G NN PN N N  – полусуб-

нормальная подгруппа в / .G N                              

Лемма 2.2. Если G – -сверхразрешимая 
группа и | ( ) | 1,G   то холлова -подгруппа 

из G дисперсивна по Оре. 
Доказательство. Из -сверхразрешимости 

G по лемме 1.7 следует -сверхразрешимость 
холловой -подгруппы G  из G. Отсюда с уче-

том леммы 1.8 G  дисперсивна по Оре.               

Теорема 2.1. Пусть G – -разрешимая груп-
па и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал полусубнормален в G, 
то G -сверхразрешима. 

Доказательство. Предположим, что суще-
ствуют группы, для которых теорема неверна. 
Выберем среди них группу G наименьшего по-
рядка. Тогда G -разрешима, для любого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G ее 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим ( ( ))GN P N  

полусубнормален в G, а G не является -сверх-
разрешимой. 

Из -разрешимости G следует, что в G име-
ется минимальная нормальная подгруппа N. То-
гда либо N – p-группа для некоторого простого 
числа p, либо N –  -группа. Так как N -сверх-
разрешима, .N G  

Рассмотрим любую силовскую s-подгруппу 

1 /S N N  из / ,G N  ( ).s G  В G найдется 

силовская s-подгруппа S такая, что  

1 / / .S N SN N  
Из -сверхразрешимости ( )GN S  следует, что  

/ 1( / ) ( ) / ( ) / ( )G N G G GN S N N S N N N S N S N    
-сверхразрешим. По лемме 2.1 из полусубнор-
мальности ( ( ))GN S N  в G заключаем, что  

/ 1 /( ( / )) ( ( / ))G N G NN S N N SN NN N  
полусубнормален в / .G N  Так как /G N  -раз-
решима, по выбору G имеем /G N  -сверхраз-
решима. 
 

Если в G существует еще одна минимальная 
нормальная подгруппа 1 ,N N  то 1/G N   

-сверхразрешима. Так как класс всех -сверх-
разрешимых групп является формацией, заклю-
чаем, что 1/G N N G   -сверхразрешима. Это 

противоречит выбору G. 
Итак, N является единственной минималь-

ной нормальной подгруппой в G. 
Допустим, что ( ) 1.G   Тогда ( ).N G   

Поэтому / ( ) / / ( ) /G G G N G N    -сверхраз-

решима. Из насыщенности формации всех  
-сверхразрешимых групп заключаем, что G  
-сверхразрешима. Получили противоречие с 
выбором G. 

Значит, ( ) 1.G   Тогда G имеет макси-

мальную подгруппу M с Core ( ) 1.G M   Для G 

может выполняться только одно из утверждений 
(1) или (2) леммы 1.4. 

Случай N –  -группа невозможен, так как 
/G N  -сверхразрешима. 

Предположим, что N – p-группа, где 
( ).p G  Тогда N абелева и для G выполня-

ется утверждение (1) леммы 1.4. Поэтому 
1M N   и ( ).GN C N  

Если | ( ) | 1,G   то из G  E E  следует, 

что силовская p-подгруппа P из G нормальна в G 
и получаем противоречие ( )GG N P  – -сверх-

разрешимая группа. 
Таким образом, | ( ) | 1.G   

Отметим, что p является делителем | M |. Из 
леммы 1.6 и / ( )GM G C N  следует, что 

( ) 1.pO M   Из ( ) ( ( ) )F G N F G M   заключаем, 
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что | ( ) |F G M  не делится на p. Поскольку 

( )F G  – p-группа, имеем, что ( ).N F G  Более 

того, ( ),pN F G  ввиду того, что .G  E E  

Обозначим через r наибольшее простое 
число из ( )M  и через R силовскую r-под-

группу группы M. Так как /M G N  -сверх-
разрешима, по лемме 2.2 R нормальна в холловой 
-подгруппе M   из M. Из G  E E  следует, что 

.M  E E  Поэтому M   нормальна в M, а зна-

чит, R нормальна в M ввиду характеристичности 
в .M   

Если предположить, что ,r p  то получаем 

противоречие 1 ( ) 1.pR O M    

Следовательно, .r p  Так как ( )GM N R  

и Core ( ) 1,G M   заключаем, что ( ).GM N R  

Индекс | G : M | является p-числом, поэтому R – 
силовская r-подгруппа группы G и нильпотент-
ный корадикал M N  полусубнормален в G. Отме-
тим, что 1.M N  Так как в противном случае M 
была бы нильпотентной подгруппой и в M не-
единичная силовская p-подгруппа содержалась 
бы в ( ) 1.pO M   

Из абелевости /M M   следует, что 

.M M N  Ввиду леммы 1.7 M   p-нильпотентен. 
Так как G  E E  и ( ) 1,pO M   имеем 

( ).p M   Итак, ( ).p M N  Рассмотрим воз-

можные случаи. 
1. M N  субнормален в G. Тогда существует 

цепь подгрупп  

0 1 1    .s sM M M M M G   N  
Так как 1( )p iF M   характеристична в 1,iM   за-

ключаем, что 1( )p iF M   нормальна в iM  и 

1( ) ( ),p i p iF M F M   1, , .i s   Тогда  

1( ) ( ) ( ) .p i p s pM F M F M F G N   N  

Получили противоречие 1 1.M M N    N  
2. M N  полунормален в G. Тогда в G суще-

ствует подгруппа B такая, что G M B N  и под-
группа M N  перестановочна с каждой подгруп-
пой из B. Из ( )p M N  следует, что ( )p B  и 

силовская p-подгруппа P группы G содержится в 
B. Поэтому .N B  Пусть z N  и | | .z p  Тогда 

M z N  – подгруппа группы G и  

( )M z N z M N z         N N  
нормальна в .M z N  

Предположим, что r делит | |M N  и 1M  – 

силовская r-подгруппа из .M N  Заметим, что  

1 .M R M M M  N N   
Поэтому  1( ).GM N M   Так как  1M z    –  

подгруппа в ,M z N  1M  максимальна в 1 .M z   

Из 
11 1| : ( ) | 1(mod )M zM z N M r     и r p  следу-

ет, что 1M  нормальна в 1 .M z   Отсюда 

1 1( ) .Gz M z N M M      Получили противоре-

чие 1 1.z M N     

Итак, r не делит | | .M N  Откуда следует, что 

| ( ) | 3.G   

Рассмотрим .H PR  Из ( )P N P M   

следует, что ( )H N P M R   является подгруп-

пой в G. Ввиду ( ) ( )H GN R N R  имеем, что 

( )HN R   -сверхразрешим и ( ( )) ( )H GN R N RN N  – 

{ , }p r  -подгруппа. Тогда ( ( )) 1HN R N  субнор-

мальна, а значит, полусубнормальна в H. 
Отметим, что ( ) .HN P P  Действительно, 

если бы в ( )HN P  имелась силовская r-подгруппа 

1,R  то тогда бы 1 ( )HR N P  ввиду сверхразре-

шимости ( ).HN P  Поэтому 1R  централизовала 

бы N и получалось бы противоречие  

1 ( ) .GR C N N   

Тогда ( ( )) 1HN P N  субнормальна, поэтому 

и полусубнормальна в H. По выбору G из  
| | | |G H  следует, что H сверхразрешима и 

.R H  Поэтому ( ) ( ) .K GR C N C N N    Полу-

чили противоречие 1 1.R M N                     
 

3 Заключительные замечания 
В работе найдены достаточные условия, при 

которых -разрешимая группа G, принадлежа-
щая , E E  является -сверхразрешимой, а имен-

но: силовский нормализатор -сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал полусубнормален 
в G для любой силовской p-подгруппы p из G, 
где p из ( ).G  Из теоремы 2.1 получаются 

новые результаты. 
Следствие 3.1. Пусть G – -разрешимая 

группа и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал субнормален в G, то 
G -сверхразрешима. 

Следствие 3.2. Пусть G – -разрешимая 
группа и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 

нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

нильпотентный корадикал полунормален в G, то 
G -сверхразрешима. 

Следствие 3.3. Пусть G – -разрешимая 
группа и .G  E E  Если для любого простого 

( )p G  и силовской p-подгруппы P из G 
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нормализатор ( )GN P  -сверхразрешим и его 

коммутант субнормален в G, то G -сверхраз-
решима. 

Для ( )G    теорема 2.1 включает сле-

дующие результаты. 
Следствие 3.4. Если в разрешимой группе G 

любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал полусубнормален 
в G, то G сверхразрешима. 

Следствие 3.5. Если в разрешимой группе G 
любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал субнормален в G, 
то G сверхразрешима. 

Следствие 3.6. Если в разрешимой группе G 
любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его нильпотентный корадикал полунормален в G, 
то G сверхразрешима. 

Следствие 3.7. Если в разрешимой группе G 
любой силовский нормализатор сверхразрешим и 
его коммутант субнормален в G, то G сверхраз-
решима. 
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