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В статье изучаются идемпотенты в полиадических группах специального вида, то есть в полиади-
ческих группах с l-арной операцией ηs, σ, k, которая называется полиадической операцией специ-
ального вида и определяется на декартовой степени Ak n-арной группы < A, η > с помощью под-
становки σ ∈ Sk, удовлетворяющей условию σl = σ, и n-арной операции η. 
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The article focuses on idempotents in polyadic groups of a special form, i.e. in polyadic groups with l-ary 
operation ηs, σ, k, that is called polyadic operation of a special form and is defined on Cartesian power Ak  

of n-ary group < A, η > by substitution σ ∈ Sk, satisfying the condition σl = σ, and n-ary operation η. 
Keywords: polyadic operation, n-ary group, idempotent, substitution. 
 
Введение. В данной статье изучаются идемпотенты в полиадических группах специаль-

ного вида, то есть в полиадических группах вида < Ak, ηs, σ, k > с l-арной операцией ηs, σ, k, кото-
рая называется полиадической операцией специального вида и определяется на декартовой 
степени Ak n-арной группы < A, η > с помощью подстановки σ ∈ Sk, удовлетворяющей усло-
вию σl = σ, и n-арной операции η. Равенство σl = σ обеспечивает перенос ассоциативности с n-
арной операции η на l-арную операцию ηs, σ, k. Первоначально операция ηs, σ, k была определена 
в [1] на декартовой степени n-арного группоида без каких-либо ограничений на подстановку σ. 

Изучавшаяся ранее [2] l-арная операция [ ] l, σ, k также относится к полиадическим опе-
рациям специального вида, так как является частным случаем l-арной операции ηs, σ, k при 
l = s + 1, в этом случае n = 2. Полиадическими операциями специального вида, соответст-
вующими циклу σ = (12 … k), являются и две полиадические операции Э. Поста [3], так как 
они совпадают с операцией [ ]l, (12 … k), k, которая в одном случае определяется на декартовой 
степени симметрической группы, а во втором – на декартовой степени полной линейной 
группы над полем комплексных чисел. 

Определения и основные свойства n-арной группы, а также более подробную информа-
цию о нейтральных и обратных последовательностях можно найти в [3], [4]. 

Множество всех идемпотентов полиадического группоида < A, η > будем обозначать 
символом I(A, η). 

1. Предварительные сведения. Как показывает следующая теорема, равенство σl = σ 
обеспечивает перенос свойства быть «полиадической группой» с n-арной группы < A, η > на 
l-арный группоид < Ak, ηs, σ, k >. 

Теорема 1.1 [5]. Если < A, η > – n-арная группа, подстановка σ удовлетворяет условию 
σl = σ, то < Ak, ηs, σ, k > – l-арная группа. 

Согласно Э. Посту [3], последовательность e1 … ek(n–1), где k ≥ 1, элементов n-арной 
группы < A, η > называют её нейтральной последовательностью, если 

η(e1 … ek(n–1)x) = x, η(xe1 … ek(n–1)) = x 
для любого x ∈ А. 

Нейтральные последовательности существуют в любой n-арной группе, но определя-
ются они неоднозначно. 

Предложение 1.1. Если < A, η > – n-арная группа, k ≥ 1, e1, …, ek(n–1) ∈ A, то следующие 
утверждения эквивалентны: 

1) последовательность e1 … ek(n–1) – нейтральная; 
2) существует элемент а ∈ A такой, что η(e1 … ek(n–1)a) = a; 
3) существует элемент а ∈ A такой, что η(ae1 … ek(n–1)) = a. 
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В справедливости следующей леммы можно убедиться простой проверкой. 
Лемма 1.1. Если < A, η > – n-арная группа, подстановка σ ∈ Sk удовлетворяет условию 

σl = σ, то элемент ε = (ε1, …, εk) является идемпотентом в l-арной группе < Ak, ηs, σ, k > то-
гда и только тогда, когда компоненты ε1, …, εk удовлетворяют условиям 

η(ε1εσ(1) 1)1()1( 22 εε…ε −σσ l ) = ε1, …, η(εkεσ(k) kkk l εε…ε −σσ )()( 22 ) = εk. 

Следующая лемма доказана в [6]. 
Лемма 1.2 [6]. Пусть l ≥ 2, k ≥ 2, σ – цикл из Sk длины k, σl = σ, a1, …, ak – элементы n-арной 

группы < A, η >. Если равенство η(ajaσ(j) jjj aaa l )()( 22 −σσ
… ) = aj верно для некоторого 

j ∈ {1, …, k}, то оно верно для любого j ∈ {1, …, k}. 
Следующий результат был получен в [6] как следствие основного результата. 
Лемма 1.3 [6]. Пусть < A, η > – n-арная группа, ε = (ε1, …, εk) ∈ Ak, σ – цикл длины k из 

Sk, l – 1 = tk для некоторого t ≥ 1. Тогда: 
1) если элемент ε является идемпотентом в l-арной группе < Ak, ηs, σ, k >, то 

η( ))()()()()()( 1212 j

t

jjjjjjjj kk εε…εεε…ε…εεε −− σσσσσσ
  

 = jε  (1.1) 

для любого j ∈ {1, …, k}; 
2) если для некоторого j ∈ {1, …, k} верно (1.1), то элемент ε является идемпотентом 

в l-арной группе < Ak, ηs, σ, k >. 
2. Основной результат. Начнём с примера, который мы затем обобщим. 
Пример 2.1. Пусть A = {e, a} – группа второго порядка с единицей e, < A, η > – тернар-

ная группа с тернарной операцией η, производной от групповой операции: η(xyz) = xyz. Ясно, 
что η(eee) = e, η(aaa) = a. 

Так как цикл σ = (12) удовлетворяет условию (12)3 = (12), то по теореме 1.1 
< A2, η1, (12), 2 > – тернарная группа, где A2 = {(e, e), (e, a), (a, e), (a, a)}. А так как 

η1, (12), 2((e, e)(e, e)(e, e)) = (η(eee), η(eee)) = (e, e), 
η1, (12), 2((a, a)(a, a)(a, a)) = (η(aaa), η(aaa)) = (a, a), 

η1, (12), 2((e, a)(e, a)(e, a)) = (η(eae), η(aea)) = (a, e) ≠ (e, a), 
η1, (12), 2((a, e)(a, e)(a, e)) = (η(aea), η(eae)) = (e, a) ≠ (a, e), 

то множество всех идемпотентов тернарной группы < A2, η1, (12), 2 > четвёртого порядка 
совпадает с двухэлементным множеством {(e, e), (a, a)}: 

I(A2, η1, (12), 2) = {(e, e), (a, a)}. 
Замечание 2.1.  Если длина последовательности α элементов полиадической группы 

< B, µ > арности m равна s(m – 1) – 1 для некоторого s ≥ 1, то любая обратная последователь-
ность для последовательности α отождествляется с единственным элементом α-1, который 
называется обратным для α, и является решением уравнения µ(xαb) = b, где b может быть 
любым элементом из B. 

Предложение 2.1. Пусть < A, η > – n-арная группа, подстановка σ ∈ Sl–1 удовлетворя-
ет условию σl = σ, существует j ∈ {1, …, l – 1}, для которого 

j ∉ {σ(j), σ2(j), …, σl–2(j)}. 
Тогда 

I(Al–1, ηs, σ, l–1) ⊆ {(ε1,…,εl–1)ε1,…,εj–1,εj+1,…,εl–1∈A, εj = ( 1
)()()( )22
−

σσσ −ε…εε jjj l }. 

Если множество A конечно (A = r), то I(Al–1, ηs, σ, l–1) ≤ rl–2. 
Доказательство. Так как j ∉ {σ(j), σ2(j), …, σl–2(j)}, то множество 

{σ(j), σ2(j), …, σl–2(j)} 
является подмножеством множества {1, …, j – 1, j + 1, …, l – 1}. Поэтому правая часть в до-
казываемом включении определена корректно. 

Для сокращения записей обозначим правую часть в доказываемом включении символом Σ. 
Если ε = (ε1, …, εl–1) ∈ I(Al–1, ηs, σ, l–1), то по лемме 1.1 
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η( jjjjj l εε…εεε −σσσ )()()( 22 ) = εj, (2.1) 

откуда следует 
εj = ( 1

)()()( )22
−

σσσ −ε…εε jjj l . (2.2) 

Следовательно, ε = (ε1, …, εl–1) ∈ Σ, и доказано включение 
I(Al–1, ηs, σ, l–1) ⊆ Σ, (2.3) 

то есть доказываемое включение верно. 
Если A = r, то число элементов в правой части доказанного включения равно rl–2. Поэто-

му из этого включения следует неравенство из условия предложения. Предложение доказано. 
Теорема 2.1. Пусть < A, η > – n-арная группа, σ – цикл из Sl–1 длины l – 1, j ∈ {1, …, l – 1}. 

Тогда 
I(Al–1, ηs, σ, l–1) = {(ε1,…,εl–1)ε1,…,εj–1,εj+1,…,εl–1∈A, εj = ( 1

)()()( )22
−

σσσ −ε…εε jjj l }. 

Если A = r, то I(Al–1, ηs, σ, l–1) = rl–2. 
Доказательство. Так как σ – цикл из Sl–1 длины l – 1, то σl = σ. Кроме того, множество 

{σ(j), σ2(j), …, σl–2(j)} 
совпадает с множеством {1, …, j – 1, j + 1, …, l – 1}. Поэтому 

j ∉ {σ(j), σ2(j), …, σl–2(j)}. 
Тогда согласно предложению 2.1, верно включение (2.3), где Σ – то же, что и в доказательст-
ве предложения 2.1. 

Если теперь ε = (ε1, …, εl–1) ∈ Σ, то из условия (2.2) следует равенство (2.1). Тогда, по-
лагая в утверждении 2) леммы 1.3 k = l – 1 (в этом случае t = 1), получим 

ε = (ε1, …, εl–1) ∈ I(Al–1, ηs, σ, l–1). 
Тем самым доказано включение 

Σ ⊆ I(Al–1, ηs, σ, l–1). (2.4) 
Из включений (2.3) и (2.4) следует I(Al–1, ηs, σ, l–1) = Σ, то есть первое доказываемое равенство вер-
но. 

Второе доказываемое равенство является следствием только что доказанного равенства 
и равенства Σ = rl–2. Теорема доказана. 

Полагая в теореме 2.1 σ = (12 … l – 1), получим 
Следствие 2.1. Если < A, η > – n-арная группа, j ∈ {1, …, l – 1}, то 

I(Al–1, ηs, (12 … l–1), l–1) = {(ε1,…,εl–1)ε1,…,εj–1,εj+1,…,εl–1∈A, εj = ( 1
1111 )−−−+ ε…εε…ε jlj }. 

Если A = r, то I(Al–1, ηs, (12 … l–1), l–1) = rl–2. 
Полагая в теореме 2.1 и в следствии 2.1 j = 1 и j = l – 1, получим ещё два следствия. 
Следствие 2.2. Пусть < A, η > – n-арная группа, σ – цикл из Sl–1 длины l – 1. Тогда 

I(Al–1, ηs, σ, l–1) = {(ε1, ε2, …, εl–1)ε2, …, εl–1 ∈ A, ε1 = ( 1
)1()1()1( )22
−

σσσ −ε…εε l } = 

= {(ε1, …, εl–2, εl–1)ε1, …, εl–2 ∈ A, εl–1 = ( 1
)1()1()1( )22
−

−σ−σ−σ −ε…εε lll l }. 
Если A = r, то I(Al–1, ηs, σ, l–1) = rl–2. 

Следствие 2.3. Если < A, η > – n-арная группа, то 
I(Al–1, ηs, (12 … l–1), l–1) = {(ε1, ε2, …, εl–1)ε2, …, εl–1 ∈ A, ε1 = ( 1

132 )−−ε…εε l } = 
= {(ε1, …, εl–2, εl–1)ε1, …, εl–2 ∈ A, εl–1 = ( 1

221 )−−ε…εε l }. 
Если A = r, то I(Al–1, ηs, (12 … l–1), l–1) = rl–2. 

Так как для любого элемента a тернарной группы < A, η > обратный элемент a-1 совпа-
дает с косым элементом a , то полагая в следствиях 2.2 и 2.3 l = n = 3, получим 

Следствие 2.4. Если < A, η > – тернарная группа, то 
I(A2, η1, (12), 2) = {( a , a)a ∈ A} = {(a, a )a ∈A}. 

Если A = r, то A2, η1, (12), 2 = r. 
Теперь понятно, что пример 2.1 может быть извлечён из следствия 2.4, если в нём счи-

тать тернарную группу < A, η > производной от группы второго порядка. 
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Теорема 2.2. Пусть < A, η > – n-арная группа (n ≥ 3), σ – цикл из Sn–1 длины n – 1, 
j ∈ {1, …, n – 1}. Тогда 

{(ε1,…,εn–1)ε1,…,εj–1,εj+1,…,εn–1 ∈ A, εj = ( 1
)()()( )22
−

σσσ −ε…εε jjj n } ⊆ I(An–1, ηs, σ, n–1). 

Если A = r, то rn–2 ≤ I(An–1, ηs, σ, n–1). 
Доказательство. Так как σs(n–1)+1 = σ, то по теореме 1.1 < An–1, ηs, σ, n–1 > – l-арная группа. 
Для сокращения записей обозначим левую часть в доказываемом включении через Σ. 
Если ε = (ε1, …, εn–1) ∈ Σ, то из условия εj = ( 1

)()()( )22
−

σσσ −ε…εε jjj n  следует 

η( jjjjj n εε…εεε −σσσ )()()( 22 ) = εj, 

что означает нейтральность последовательности )()()( 22 jjjj n−σσσ ε…εεε , откуда следует ней-
тральность последовательности 

  

s

jjjjjjjj nn )()()()()()( 2222 −− σσσσσσ ε…εεε…ε…εεε . 

Следовательно, 
η( j

s

jjjjjjjj nn εε…εεε…ε…εεε −− σσσσσσ
  

)()()()()()( 2222 ) = εj. 

Тогда, полагая в утверждении 2) леммы 1.3 k = n – 1, s = t, получим 
ε = (ε1, …, εn–1) ∈ I(An–1, ηs, σ, n–1). 

Тем самым доказано требуемое включение Σ ⊆ I(An–1, ηn, σ, n–1). 
Если A = r, то число элементов в левой части доказанного включения равно rn–2. По-

этому из этого включения следует неравенство из условия теоремы. Теорема доказана. 
Полагая в теореме 2.2 σ = (12 … n – 1), получим 
Следствие 2.5. Если < A, η > – n-арная группа (n ≥ 3), j ∈ {1, …, n – 1}, то 

{(ε1,…,εn–1)ε1,…,εj–1,εj+1,…,εn–1 ∈ A, εj = ( 1
1111 )−−−+ ε…εε…ε jnj } ⊆ 

⊆ I(An–1, ηs, (12 … n – 1), n–1). 
Если A = r, то rn–2 ≤ I(An–1, ηs, (12 … n – 1), n–1). 

Полагая в следствии 2.5 j = 1 и j = n – 1, получим 
Следствие 2.6. Если < A, η > – n-арная группа (n ≥ 3), то 

{(ε1, ε2, …, εn–1)ε2, …, εn–1 ∈ A, ε1 = ( 1
132 )−−ε…εε n } = 

= {(ε1, …, εn–2, εn–1)ε1, …, εn–2 ∈ A, εn–1 = ( 1
221 )−−ε…εε n } ⊆ I(An–1, ηs, (12 … n – 1), n–1). 

Если A = r, то rn–2 ≤ I(An–1, ηs, (12 … n – 1), n–1). 
Полагая в следствии 2.6 n = 3, получим 
Следствие 2.7. Если < A, η > – тернарная группа, то 

{( a , a)a ∈ A} = {(a, a )a ∈ A} ⊆ I(A2, ηs, (12), 2). 
Если A = r, то r ≤ I(A2, ηs, (12), 2). 

Замечание 2.2. Подчеркнём, что, все обратные элементы, о которых говорилось выше, на-
чиная с обратного элемента ( 1

)()()( )22
−

σσσ −ε…εε jjj l  из предложения 2.1, определяются с помо-

щью n-арной операции η, то есть в n-арной группе < A, η >. Это следует иметь ввиду и далее. 
Пример 2.1 показывает, что включение из теоремы 2.2 может быть равенством, то есть 

множество всех идемпотентов l-арной группы < An–1, ηs, σ, n–1 > может совпадать с левой ча-
стью этого включения. 

3.Случай (2s + 1)-арной группы < Ak, ηs, τ, k > порядка 2k. Покажем, что включение из 
теоремы 2.2 может быть строгим, то есть множество всех идемпотентов в l-арной группе 
< An–1, ηs, σ, n–1 > может быть шире его левой части. 

Пример 3.1. Пусть < A, η > – тернарная группа из примера 2.1, производная от группы 
A = {e, a} с единицей e. Так как η(eee) = e, η(aaa) = a, то в тернарной группе < A, η > обрат-
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ные элементы к элементам e и a совпадают с обратными к ним же в группе A и являются ко-
сыми к самим себе: e = e–1 = e , a = a–1 = a . А так как цикл σ = (12) удовлетворяет условию 
(12)2s+1 = (12), то по теореме 1.1 < A2, ηs, (12), 2 > – (2s + 1)-арная группа для любого s ≥ 1, где 

A2 = {(e, e), (e, a), (a, e), (a, a)}. 
Так как 

η2, (12), 2((e, e)(e, e)(e, e)(e, e)(e, e)) = (η(eeeee), η(eeeee)) = (e, e), 
η2, (12), 2((a, a)(a, a)(a, a)(a, a)(a, a)) = (η(aaaaa), η(aaaaa)) = (a, a), 
η2, (12), 2((e, a)(e, a)(e, a)(e, a)(e, a)) = (η(eaeae), η(aeaea)) = (e, a), 
η2, (12), 2((a, e)(a, e)(a, e)(a, e)(a, e)) = (η(aeaea), η(eaeae)) = (a, e), 

то в 5-арной группе < A2, η2, (12), 2 > все элементы являются идемпотентами, то есть 
< A2, η2, (12), 2 > – идемпотентная 5-арная группа: 

I(A2, η2, (12), 2) = {(e, e), (a, a), (e, a), (a, e)} = A2. 
При этом левая часть включения из теоремы 2.2 в данном случае имеет вид {(e, e), (a, a)}. 
Таким образом, указанное включение является строгим. 

Теорема 3.1. Пусть < A, η > – тернарная группа, производная от группы A = {e, a} с 
единицей e, τ = (α β) – транспозиция из Sk. Тогда: 

1) для любого s ≥ 1 и любых a1, …, aα–1, aα+1, …, aβ–1, aβ+1, …, ak ∈ A элементы 
u = (a1, …, aα–1, e, aα+1, …, aβ–1, e, aβ +1, …, ak), (3.1) 
u = (a1, …, aα–1, a, aα+1, …, aβ–1, a, aβ +1, …, ak) (3.2) 

являются идемпотентами в (2s + 1)-арной группе < Ak, ηs, τ, k >; 
2) если s = 2r – 1, то множество I(Ak, η2r – 1, τ, k) всех идемпотентов (2s + 1)-арной груп-

пы < Ak, η2r – 1, τ, k > исчерпывается элементами u и v из 1), то есть 
I(Ak, η2r – 1, τ, k) = {u, v  a1, …, aα–1, aα+1, …, aβ–1, aβ+1, …, ak ∈ A}, 

при этом I(Ak, η2r – 1, τ, k) = 2k–1; 
3) если s = 2r, то I(Ak, η2r, τ, k) = Ak, I(Ak, η2r, τ, k) = 2k. 
Доказательство. 1) Так как подстановка τ удовлетворяет условию τ2s+1 = τ, то по тео-

реме 1.1 < Ak, ηs, τ, k > – (2s + 1)-арная группа для любого s ≥ 1. 
Считая aα = e, aβ = e, будем иметь 

u = (a1, …, aα–1, aα = e, aα+1, …, aβ–1, aβ = e, aβ+1, …, ak). 
Кроме того, положим 

ηs, τ, k(




12 +s

uu ) = (u1, …, uk). 

Тогда для символов j, которые подстановка τ оставляет неподвижными, то есть для симво-
лов, отличных от α и β, имеем 

uj = η(ajaτ(j) … )(12 jsa −τ )(2 jsa
τ

) = ajaτ(j) … )(12 jsa −τ )(2 jsa
τ

 = 12 +s
ja  = aj. 

Кроме того, 
uα = η(aαaτ(α) … )(12 ατ −sa )(2 ατ sa ) = e2s+1 = e, 

uβ = η(aβaτ(β) … )(12 βτ −sa )(2 βτ sa ) = e2s+1 = e. 
Таким образом, 

ηs, τ, k(




12 +s

uu ) = u. 

Это означает, что элементы вида (3.1) являются идемпотентами в < Ak, ηs, τ, k > – для любого 
s ≥ 1. 

Аналогично, считая aα = a, aβ = a, будем иметь 
v = (a1, …, aα–1, aα = a, aα+1, …, aβ–1, aβ = a, aβ+1, …, ak). 

Тогда, полагая 
ηs, τ, k(





12 +s

vv ) = (v1, …, vk), 

получим 
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vj = η(ajaτ(j) … )(12 jsa −τ )(2 jsa
τ

) = ajaτ(j) … )(12 jsa −τ )(2 jsa
τ

 = 12 +s
ja  = aj 

для символов j, которые подстановка τ оставляет неподвижными. Кроме того, 
vα = η(aαaτ(α) … )(12 ατ −sa )(2 ατ sa ) = a2s+1 = a, 

vβ = η(aβaτ(β) … )(12 βτ −sa )(2 βτ sa ) = a2s+1 = a. 
Таким образом, 

ηs, τ, k(




12 +s

vv ) = v. 

Это означает, что элементы вида (3.2) также являются идемпотентами в < Ak, ηs, τ, k > для лю-
бого s ≥ 1. 

2) Покажем теперь, что любой идемпотент в < Ak, η2r – 1, τ, k > совпадает либо с (3.1), ли-
бо с (3.2) Для этого предположим, что для любых a1, …, ak ∈ A элемент 

w = (a1, …, aα–1, aα, aα+1, …, aβ–1, aβ, aβ+1, …, ak) (3.3) 
является идемпотентом в < Ak, η2r – 1, τ, k > и положим 

ηs, τ, k(




12 +s

ww ) = (w1, …, wk), 

где s = 2r – 1. Тогда 
wj = η(ajaτ(j) … )(12 jsa −τ )(2 jsa

τ
) = ajaτ(j) … )(12 jsa −τ )(2 jsa

τ
 

для любого j ∈ {1, …, k}. Так как подстановка τ оставляет неподвижными символы, отлич-
ные от α и β, то из полученного равенства вытекает 

wj = 12 +s
ja  = aj, j ≠ α, j ≠ β. (3.4) 

Кроме того, учитывая равенство s = 2r – 1, получим 
wα = aαaτ(α) )(2 ατ

a )(3 ατ
a  … )(44 jra −τ )(34 jra −τ )(24 jra −τ

 = 

= 




)1(2 −

βαβα

r

aaaa aαaβaα = aαaβaα = aβ, 

wβ = aβaτ(β) )(2 βτ
a )(3 βτ

a  … )(44 βτ −ra )(34 βτ −ra )(24 βτ −ra  = 

= 




)1(2 −

αβαβ

r

aaaa aβaαaβ = aβaαaβ = aα, 

то есть 
wα = aβ, wβ = aα. (3.5) 

Из (3.4) и (3.5) следует 
ηs, τ, k(





12 +s

ww ) = (a1, …, aα–1, aβ, aα+1, …, aβ–1, aα, aβ+1, …, ak). 

А так как по предположению 
ηs, τ, k(





12 +s

ww ) = w, 

то, учитывая (3.3), получим 
(a1, …, aα–1, aα, aα+1, …, aβ–1, aβ, aβ+1, …, ak) =  
= (a1, …, aα–1, aβ, aα+1, …, aβ–1, aα, aβ+1, …, ak), 

откуда следует aα = aβ. 
Таким образом, если w – идемпотент в < Ak, η2r – 1, τ, k >, то либо 

w = (a1, …, aα–1, e, aα+1, …, aβ–1, e, aβ +1, …, ak), 
либо 

w = (a1, …, aα–1, a, aα+1, …, aβ–1, a, aβ +1, …, ak). 
Ясно, что число элементов вида (3.1) равно 2k–2, элементов вида (3.2) столько же. По-

этому I(Ak, η2r – 1, τ, k) = 2k–1. 
3) Рассмотрим произвольный элемент w из Ak, который запишем в виде (3.3) и положим 
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η2r, τ, k(




14 +r

ww ) = (w1, …, wk). 

Тогда 
wj = η(ajaτ(j) … )(14 jra −τ )(4 jra

τ
) = ajaτ(j) … )(14 jra −τ )(4 jra

τ
 

для любого j ∈ {1, …, k}. Так как подстановка τ оставляет неподвижными символы, отлич-
ные от α и β, то из полученного равенства вытекает 

wj = 14 +r
ja  = aj, j ≠ α, j ≠ β. (3.6) 

Кроме того, 
wα = aαaτ(α) … )(14 jra −τ )(4 jra

τ
 = 





r

aaaa
2

βαβα aα = aα, 

wβ = aβaτ(β) … )(14 βτ −ra )(4 βτ ra  = 




r

aaaa
2

αβαβ aβ = aβ, 

то есть 
wα = aα, wβ = aβ. (3.7) 

Из (3.6) и (3.7) следует 
η2r, τ, k(





14 +r

ww ) = w. 

Следовательно, w – идемпотент в < Ak, η2r, τ, k >. Теорема доказана. 
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