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Пусть σ – некоторое разбиение множества всех простых чисел и σN  – класс всех σ-нильпотентных 
конечных групп. В работе показывается, что всякая σN -критическая конечная группа является 
группой Шмидта. 
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Let σ be some partition of the set of all primes and σN be the class of all σ-nilpotent finite groups. It is 
proved that every σN -critical group is a Schmidt group. 
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посвящается 
 
Введение. Пусть F  – некоторый класс конечных групп. Группа G  называется  

F -критической (или критической группой класса F ), если все ее подгруппы принадлежат 
F , а сама она не входит в F . В частности, если =F N  – класс всех конечных нильпотентных 
групп, то F -критическая группа – это группа Шмидта, т. е. ненильпотентная группа, все 
подгруппы которой являются нильпотентными. 

В связи с изучением σ -субнормальных подгрупп конечных групп в [1] под номером 
4.9 был сформулирован следующий вопрос (см. также вопрос 6.2 из [2]): 

Пусть σ  – некоторое разбиение множества всех простых чисел и σN  – класс всех  
σ -нильпотентных конечных групп. Верно ли, что любая σN -критическая группа является 
σ -разрешимой? 

В данной работе дается положительный ответ на этот вопрос. Наша главная цель – до-
казательство следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть σ  – некоторое разбиение множества всех простых чисел и σN  – 
класс всех σ -нильпотентных конечных групп. Тогда и только тогда конечная группа G  яв-
ляется σN -критической, когда G  – группа Шмидта и простые делители ее порядка при-
надлежат различным компонентам разбиения σ . 

1. Определения и предварительные результаты. 
В работе рассматриваются только конечные группы, используются определения и обо-

значения, принятые в [3]. 
Пусть { | }i i Iσ σ= ∈  – некоторое разбиение множества всех простых чисел  , т. е. 

i I iσ∈= ∪  и i jσ σ∩ =∅  для всех i j≠ . Следуя [1], будем говорить, что группа G  является: 
– σ -примарной, если G  является iσ -группой для некоторого iσ σ∈ ; 
– σ -нильпотентной, если она является прямым произведением некоторых  

σ -примарных групп; 

                                                 
*Исследования первого автора выполнены при финансовой поддержке Министерства образования Республики 
Беларусь (грант № 20211779 «Конвергенция – 2025»). 
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– σ -разрешимой, если каждый главный фактор группы G  является σ -примарной 
группой. 

Простая проверка показывает, что класс σN  всех σ-нильпотентных групп является на-
следственной формацией Фиттинга. Отметим, что если { , }σ π π ′=  для некоторого множества 
π  простых чисел, то группа G  является σ -нильпотентной тогда и только тогда, когда она 
π -разложима, т. е. ( ) ( )G O G O Gπ π ′= × . 

Основное строение групп Шмидта установлено в работе [4]. В частности, из [4] следует, 
что группа Шмидта бипримарна (т. е. ее порядок делится в точности на два различных про-
стых числа), одна из ее силовских подгрупп является нормальной, а другая – циклической. 

Пусть π  – некоторое множество простых чисел. Группа G  называется π -замкнутой, 
если она обладает нормальной холловой π -подгруппой. Следуя [5], группу G  будем назы-
вать π -однородной, если для любой π -подгруппы H  из G  группа ( ) / ( )G GN H C H  является 
π -группой. 

Ключом к доказательству теоремы 1 является основной результат из [6], доказательство 
которого опирается на классификацию конечных простых групп. Этот результат мы приве-
дем в виде следующей леммы. 

Лемма 1. Пусть π  – некоторое множество нечетных чисел. Группа G  является  
π -однородной тогда и только тогда, когда она π ′ -замкнута. 

Лемма 2. Для любого разбиения σ  всякая σN -критическая группа является  
σ -разрешимой. 

Доказательство. Предположим, что для некоторого разбиения σ  лемма не верна. 
Пусть G  – σN -критическая группа наименьшего порядка, которая не является  
σ -разрешимой. Пусть N  – ее минимальная нормальная подгруппа. 

Рассмотрим группу /G N . Простая проверка показывает, что все собственные под-
группы из /G N  являются σ -нильпотентными. Если сама группа /G N  является  
σ -нильпотентной, то по определению она будет σ -разрешимой. Если же /G N  не является 
σ -нильпотентной, то она будет σN -критической, а потому ввиду выбора G  группа /G N  
является σ -разрешимой. Если при этом группа G  не является простой, то из условия следу-
ет, что подгруппа N  σ -нильпотентна, а значит, σ -разрешима. А так как класс всех  
σ -разрешимых групп замкнут относительно расширений, то группа G  является  
σ -разрешимой. Пришли к противоречию с выбором группы G . 

Таким образом, G  – простая группа. Тогда, исходя из условия леммы, найдется такая 
компонента nσ  разбиения { | }i i Iσ σ= ∈ , что ( )n Gσ π∩ ≠ ∅  и, кроме того, множество 

( )n Gσ π∩ ≠ ∅  состоит из нечетных простых чисел. Пусть H  – произвольная nσ -подгруппа 
из G . Так как группа G  является σN -критической и простой, то ( )GN H G≠ , а потому 

( ) ( ( )) ( ( ))
n n

G G GN H O N H O N Hσ σ ′
= × . 

Так как подгруппа H  является nσ -подгруппой, то из 
( ( )) ( )

n
G GO N H C H

σ ′
⊆  

следует, что ( ) / ( )G GN H C H  – nσ -подгруппа. Следовательно, группа G  является  

nσ -однородной. Но тогда по лемме 1 G  является nσ ′ -замкнутой группой. Пришли к проти-
воречию с простотой группы G . 

Лемма доказана. 
2. Доказательство теоремы 1. 
Пусть G  – некоторая σN -критическая группа и π  – такая компонента разбиения 

{ | }i i Iσ σ= ∈ , что ( )Gπ π∩ ≠ ∅ . Так как группа G  не является σ -нильпотентной, то 
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( ) ( )G Gπ π π∩ ≠ . Очевидно, группа G  является { , }π π ′N -критической группой. Поэтому груп-
па G  не π -разложима, но все ее собственные подгруппы являются π -разложимыми. Кроме 
того, ввиду леммы 2 группа G  обладает главным рядом, все факторы которого являются ли-
бо π -группами, либо π ′ -группами. Отсюда по теореме Холла из [7] G  является  
Dπ -группой, т. е. группа G  обладает по крайней мере одной холловой π -подгруппой, лю-
бые две холловы π -подгруппы группы G  сопряжены и каждая π -подгруппа из G  содер-
жится в некоторой холловой π -подгруппе. 

Тогда по теореме В.А. Ведерникова из [8, теорема 3] G  является группой Шмидта, а 
потому ( ) { , }G p qπ =  для некоторых простых чисел p  и q . Отсюда и из ( ) ( )G Gπ π π∩ ≠  
следует, что либо p π∈  и q π ′∈ , либо q π∈  и p π ′∈ , т. е. простые делители порядка груп-
пы G  принадлежат различным компонентам разбиения σ . 

Пусть теперь G  – некоторая группа Шмидта и простые делители p  и q  порядка группы G  
принадлежат различным компонентам разбиения σ . Тогда, очевидно, все собственные подгруппы 
группы G  являются σ -нильпотентными, а сама группа G  σ -нильпотентной не является. 

Теорема доказана. 
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