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Введение 
Группы, которые будут рассмотрены в статье, 

полагаются конечными. Максимальные под-
группы в теории групп, как и любые экстремаль-
но расположенные объекты, всегда вызывали 
немалый интерес в связи с их возможным влия-
нием на строение самой группы. Рассматривают, 
как правило, не только сами максимальные под-
группы и взаимодействия между ними, а и пере-
сечения некоторого множества подгрупп, свя-
занных определенными свойствами. История 
этого направления берет истоки от работы 
Г. Фраттини [1]. Подгруппа, которая была назва-
на его именем, определила целое направление в 
исследовании групп, относительно строения 
подгрупп, равных пересечению некоторого се-
мейства максимальных подгрупп (см. моногра-
фии [2], [3], [9]).  

Представленная работа является продолже-
нием исследований, начатых в работах [4], [10], и 
рассматривает пересечения близких к макси-
мальным подгрупп в группах с операторами. 

 

1 Определения и обозначения 
Объекты и определения, используемые в 

работе, являются классическими. Ознакомиться 
ближе с ними можно в работах, указанных выше. 

Пусть F  – произвольная формация.  

Символом ( , )D G A

F   ( , )D G A


F  обозна-

чим пересечение ядер всех максимальных A-до-
пустимых  -подгрупп группы G, не содержащих 
F -корадикал группы G (и не принадлежащих 
формации F ), индексы которых делятся на про-
стые числа из .  

При отсутствии подгрупп с определенными 
свойствами в указанных пересечениях, будем 
полагать, что эти пересечения совпадают с груп-
пой G. 

Следует отметить, что не каждая макси-
мальная подгруппа обязана быть одновременно 
максимальной A-допустимой подгруппой. С дру-
гой стороны, не всякая максимальная из A-до-
пустимых подгрупп группы будет одновременно 
максимальной подгруппой в обычном смысле [10]. 
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2 Основной результат 
Теорема 2.1. Пусть F  – локальная форма-

ция и GF  –  -разрешимая подгруппа группы G, 
группа G обладает группой операторов A, та-
кой, что (| |, | |) 1G A   и   – абнормально пол-

ный подгрупповой функтор. Если индекс любой 
максимальной A-допустимой  -подгруппы груп-
пы G, которая не содержит F -корадикал, есть 

 -число, то F -корадикал GF  является  -под-
группой.  

Доказательство. Положим G – группа наи-
меньшего порядка, для которой, при выполнении 
всех условий, теорема не верна. Если допустить, 
что пересечение множеств ( ) ,G    то, 

очевидно, что в группе G все максимальные  
A-допустимые  -подгруппы обязаны содержать 

F -корадикал .GF  По условию теоремы форма-
ция F  – насыщенная, то .GF  Откуда следует, 

что 1G F  и он принадлежит к  -группам. Сле-

довательно, ( )G    и 1.G F  

Заметим, что условия теоремы будут верны 
для факторгрупп. Если предположить, что в 
группе G найдется нормальная  -подгруппа 

1,L   то по допущенному выше /G L LF  –  
 -подгруппа, а это означает, что и F -корадикал 

GF  обязан являться  -группой, что, как не 
сложно заметить, противоречит предположению. 

Далее в рассуждениях будем полагать, что 
нормальных неединичных  -подгрупп в группе 
G не существует. 

Отметим, что F -корадикал GF   -под-
группой являться не может. Так как из условий, 
что GF  не содержится в ( , )G A  и GF  –  

 -группа будет следовать, что индексы всех 
максимальных A-допустимых  -подгрупп из G, 

не содержащих F -корадикал ,GF  будут  -чис-
лами, но это будет противоречить условию тео-
ремы. 

Пусть K – минимальная нормальная в G 
подгруппа, отличная от самой группы, содержа-
щаяся в F -корадикале .GF  Так как GF  –  
 -разрешимая подгруппа группы G, которая к 
тому же не  -группа, то K – собственная  
 -подгруппа из F -корадикала .GF  Так как по 

предположению для всех групп с порядком 
меньше, чем порядок | G |, заключение теоремы 
справедливо, то в факторгруппе /G K  F -кора-

дикал /G KF  –  -группа. Подгруппа K содер-
жится в ( , ),G A  так как K –  -группа. Следо-

вательно, ( , ) ( , )K D G A G G A   F F  и, оче-

видно, / ( , )G G G AF F  –  -группа. Откуда 

вытекает, что порядок F -корадикала GF  будет 

одновременно делится на простые числа из  
множеств   и .  Учитывая результат работы 

[4], получаем, что ,G G G   F F F  а это означает, 

что в группе G будет существовать нормальная  
 -подгруппа, которая отлична от единицы. По-
лученные в ходе рассуждений противоречия с 
предположением доказывают теорему.                 

В случае, если группа операторов A = 1 три-
виальна, то из теоремы 2.1 следуют ряд результа-
тов из работ В.В. Шлыка [5] и М.В. Селькина [3]. 

Теорема 2.2. Пусть группа G обладает 
группой операторов A, такой, что (| |, | |) 1G A   

и подгрупповой функтор   является абнормаль-
но полным. В группе G будет всегда выполнятся 
условие  

( , ) ( , ),G G A G G A   F F F  
причем, или  

( ) ( / ( , )),G G G G A   F F F  
или все максимальные A-допустимые  -под-

группы, не содержащие F -корадикал ,GF  не бу-
дут принадлежать насыщенному гомоморфу .F   

Доказательство. Если допустить тот факт,  
что все максимальные A-допустимые  -под-
группы группы G будут содержать F -корадикал 

,GF  то ( , )G G A F  и / ( , )G G G AF F  

будет являться единичной подгруппой. В таком 
случае получим, что 

( ) ( / ( , )).G G G G A   F F F  

Предположим, что в группе G может най-
тись как минимум одна максимальная A-до-
пустимая  -подгруппа K, которая будет принад-
лежать гомоморфу F  и одновременно не содер-

жать F -корадикал .GF  Покажем, что  

( ) ( / ( , )).G G G G A   F F F  
Предположим, что может существовать простое 
число p, которое делит | |GF  и одновременно не 

делит порядок / ( , ).G G G AF F  Тогда фак-

торгруппу / ( , )G G G AF F  можно отнести к 

p-замкнутой и p -замкнутой. Принимая во  

внимание результат работы [4], получим 
,p pG F G G  F FF  к тому же, в виду выбора про-

стого числа p  ( , ).pG G A F  Так как K – мак-

симальная A-допустимая  -подгруппа, не со-
держащая F -корадикал, то  

( ) .p p pG KG K G G KG    F F F F  

Но .K F  Значит, / pG G  
F F  и ,pG G F F  а это 

противоречит выбору числа p. Остаётся заклю-
чить, что не существует такого простого числа p, 
делящего | |,GF  которое бы не делило 

| / ( , ) | .G G G AF F  Следовательно, 
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( ) ( / ( , )).G G G G A   F F F  

Покажем, что 
( , ) ( , ).G D G A G G A  F F F  

Из того факта, что любая максимальная A-до-
пустимая  -подгруппа L группы G, которая не 

содержит ( , ),D G AF  обязана содержать F -ко-

радикал, то с учетом результата работы [4] 
( , ) ( , ).G D G A G A  F F  Значит,  

( , ) ( , ).G D G A G G A  F F F  
Но ( , ) ( , ).G A D G A  F  Поэтому 

( , ) ( , ),G G A G D G A  F F F  
а следовательно, и 

( , ) ( , ).G D G A G G A  F F F              
В случае тривиальности группы операторов 

A из теоремы 2.2 будет следовать результат ра-
боты [3].  

Теорема 2.3. Пусть группа G обладает 
группой операторов A, такой, что (| |,| |) 1,G A   

подгрупповой функтор   является абнормально 
полным, F  – nS -замкнутая локальная формация, 

содержащая все нильпотентные группы, ( , )D G A

F  

является  -разрешимой подгруппой, тогда или 

( , )D G A 
F F  и ( ) ( / ( , )),G G G G A   F F F  

или в ( , )D G A

F  найдется p -подгруппа V, яв-

ляющаяся нормальной в G, причем такая, что 
( , ) / .D G A V F F   

Доказательство. Рассмотрим такую группу 
G наименьшего порядка для которой, при вы-
полнении всех условий, теорема не верна.  

Если допустить, что все максимальные  
A-допустимые  -подгруппы группы G не со-

держат F -корадикал ,GF  то будет выполняться 

включение ( , ).G G A F  Так как по условию 

F  – насыщенная формация, содержащая все 
нильпотентные группы, то на основании резуль-
тата работы [4] получаем, что группа G принад-
лежит .F  Это влечет выполнение равенства 

( , )D G A G





F  и в качестве искомой p -под-

группы V достаточно выбрать единичную под-
группу.  

Из сказанного будет следовать, что в группе 
G обязаны существовать такие максимальные  
A-допустимые  -подгруппы, которые не содер-

жат F -корадикал .GF  Предположим, что любая 
максимальная A-допустимая  -подгруппа из G, 
не содержащая F -корадикал, будет одновремен-
но принадлежать формации .F  Тогда из равенст-

ва ( , )D G A G





F  следует, что G –  -разрешимая 

группа. На основании теоремы 2.1  
( ) ( / ( , )),G G G G A   F F F  

где / ( , )G G G AF F  будет являться главным 

фактором группы G. Так как группа G –  
 -разрешима, то F -корадикал GF  обязан быть 

или  -группой, или p-группа, где .p  Пер-

вый случай приводит к  
/ ( , ) / ,G G D G A G


 



F F F F  
что, как видно, противоречит предположению. 
Второй означает, что всякая максимальная  
A-допустимая  -подгруппа, не содержащая F -ко-

радикал ,GF  обязана иметь в группе G своим 
индексом только числа из  -числа. Значит, 

( , ) ( , ).D G A D G A
  


F F  На основании работы [4] 

получим, что ( , ) ,D G A F F  а это противоречит 
предположению. 

Из приведённого выше следует, что в груп-
пе G могут существовать максимальные A-до-
пустимые  -подгруппы, одновременно не при-
надлежащие формации F  и не содержащие 
F -корадикал. Предположим, что все такие под-
группы имеют своими индексами в группе G 
числа не из множества .  Отсюда следует, что 

( , )D G A G





F  является  -разрешимой группой. 

Из того, что в  -разрешимой группе все макси-
мальные A-допустимые  -подгруппы будут 
иметь своим индексом либо  -число, либо  
 -число следует, что все максимальные A-до-

пустимые  -подгруппы группы G, которые од-
новременно не принадлежат формации F  и не 
содержат F -корадикал, будут иметь своим ин-
дексом в группе G  -число. 

Если предположить, что в группе G все 
максимальные A-допустимые  -подгруппы, ко-
торые одновременно не содержат F -корадикал и 
принадлежат формации ,F  будут иметь в группе 
G своим индексом  -число, то по теореме 2.1 
F -корадикал GF  будет являться  -подгруппой. 
В данном случае теорема оказывается верна. 

Если предположить, что в группе G найдет-
ся максимальная A-допустимая  -подгруппа, 
которая не содержит F -корадикал, имеет в груп-
пе G своим индексом  -число и принадлежит 
формации ,F  то в этом случае подгруппа 

( , )D G A

F  принадлежит формации ,F  так как 

формация F  по условию замкнута относительно 
нормальных подгрупп. На основании выводов 
теоремы 2.2, заключаем,  

( ) ( / ( , )),G G G G A   F F F  
что противоречит допущению. 

Значит, можно предположить, что в группе 
G не может существовать максимальных A-до-
пустимых  -подгрупп, которые одновременно 
не содержат F -корадикал и принадлежат фор-
мации .F  Используя теорему 2.1, получим, что 
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GF  –  -подгруппа. Из этого вытекает, что 
( , ) / ,D G A G






F F F  а это противоречит допущению. 

Следовательно, далее будем предполагать, 
что в группе G может существовать как минимум 
одна максимальная A-допустимая  -подгруппа, 
которая одновременно не содержит F -корадикал 
и не принадлежит формации ,F  индекс которой 
в группе G есть  -число. Используя результат 
работы [4], заключаем, что в подгруппе 

( , )D G A

F  существует такая  -подгруппа V, 

нормальная в G, что ( , ) / .D G A V





F F  Что окон-

чательно доказывает теорему.                                
Заметим, что 

( , ) / ( , ) / ( , ) ,VD G A V D G A V D G A
      
  

F F F F  

и ( , ) ( , ),D G A D G A
  
 

F F  так как формация F  

замкнута относительно нормальных подгрупп и 
( , )V D G A






F  является  -подгруппой, то в слу-

чае тривиальности группы операторов A из тео-
ремы 2.3 следуют результаты работ [3], [5], [8].  
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