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Аннотация. Предложены и исследуются аналитические выражения в замкнутой форме для векторных циркулярных 
3D световых пучков Куммера с однородной поляризацией. Эти выражения не содержат гауссиана. При определенных 
ограничениях на свободные параметры такие пучки Куммера переносят конечную мощность. Вычислены и графически 
исследуются поперечные (спиновый и орбитальный) потоки энергии таких пучков. Установлено, что азимутальная 
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Введение 
Чтобы охарактеризовать параксиальные 

световые пучки, как правило, [1]–[3] применяют 
аподизацию соответствующей амплитуды пучка 
функцией Гаусса. Тогда амплитудная  функция, 
описывающая такой пучок, будет квадратично 
интегрируемой и поэтому такой параксиальный 
пучок будет обладать конечной мощностью. Та-
ковы, например, хорошо изученные пучки Гаус-
са, Бесселя – Гаусса, Эрмита – Гаусса, Лагерра –  
Гаусса и т. д. Однако наличие гауссиана в ком-
плексной амплитуде параксиального пучка со-
всем не обязательно. Нами в работе [4] было 
найдено новое решение параксиального волново-
го уравнения в декартовой системе координат. 
Это решение содержит функцию Куммера и не 
имеет гауссиана. Однако такие декартовы пучки 
Куммера обладают конечной переносимой мощ-
ностью при определенных найденных ограниче-
ниях, накладываемых на их свободные парамет-
ры. В [5] этот формализм был распространен на 

скалярные решения 3D параксиального волново-
го уравнения в цилиндрических координатах и 
получены решения, описывающие скалярные 
циркулярные пучки Куммера. Установлены так-
же условия их физической реализуемости. В [6] 
этот подход был распространен на векторные 
пучки Куммера в декартовой системе координат. 

В настоящей работе этот формализм рас-
пространяется на новые векторные решения па-
раболического уравнения в цилиндрической сис-
теме координат. Получены выражения, описы-
вающие векторные циркулярные 3D световые 
пучки Куммера с непрерывным комплексным 
индексом   и конечной мощностью. Обсужда-
ются поляризационные и энергетические свойст-
ва таких пучков. 

 
1 Циркулярные 3D пучки Куммера 
Скалярное параксиальное уравнение, харак-

теризующее скалярную амплитуду f параксиаль-
ных световых пучков для монохроматических 
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волн вида ( , ) exp( ),f t f i t  r  можно записать 

в форме [2] 
2( 2 ) 0zik f    ,                   (1.1) 

где 0 0; .k c k k n    

В работах [7], [5] (смотри также [8]) нами 
было показано, что уравнение (1.1) в цилиндри-
ческих безразмерных координатах ( , , ),R Z  где 

безразмерный радиус 2 2 ,R X Y   имеет ре-
шения  

2
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 (1.2) 

описывающие скалярные циркулярные пучки с 
цилиндрической симметрией. Здесь 

arctg( / ),Y X   0 0 0/ , / , / .X x x Y y x Z z z    

0x  и 2
0 0 / 2z kx  – некоторые характерные веще-

ственные размеры пучка в направлениях, парал-
лельных осям 0Х и 0Y соответственно. M  – 
функция Куммера, или, иначе, вырожденная ги-
пергеометрическая функция 1 1F  [9], [10]. Q  – 

введенный безразмерный комплексный параметр 
пучка: 0 ,Q Z Q 

 
причем 0 0 0.Q Q iQ    Здесь и 

далее штрихами помечаем вещественные и мни-
мые части различных величин. Фазовый множи-
тель 2f  можно записать в общем виде, как 

2 ( , ) cos sin ,f m m ib m     где [0;1]b  – ази-

мутальный параметр модуляции. 
 Чтобы параксиальные пучки (1.2) переноси-
ли конечную мощность, необходимо, чтобы для 
функции f  выполнялись условия её квадратич-
ной интегрируемости (КИ). В [6] были установ-
лены условия КИ, Необходимое условие –это 
ограничение на мнимую часть комплексного 
свободного параметра 0 :Q  0 0.Q   Кроме того, 

на второй свободный комплексный параметр 
' "i      также накладываются ограничения 

,m N     которые соответствуют варианту 1 в 

таблице 1 [5] ( 0, 1, 2, ...;m  0 0;Q   1, 2,3,...).N   

Возможен также другой вариант 2.4  условий КИ 
в таблице 1: 

 0 0 ' (1 ) / 2Q m                    (1.3) 

Несложно проверить, что ограничение 1 яв-
ляется частным случаем ограничения 2.4. Поэто-
му далее мы будем использовать только условие 
КИ (1.3).   
 Существенно также то, что выражение (1.2) 
для амплитуды пучка не содержит явно гауссиа-
на, но, тем не менее, при ограничениях (1.3) па-
раксиальные пучки Куммера обладают конечной 
мощностью. 

В настоящей работе использованный нами 
формализм [4]–[7] далее обобщается на 3D век-
торные циркулярные пучки Куммера. 

 

2 Векторные циркулярные пучки Кум-
мера конечной мощности 

Перейдем от скалярных к векторным цир-
кулярным пучкам Куммера. Векторную ампли-
туду электрического поля E любого параксиаль-
ного светового пучка можно представить в фор-
ме .zE  zE E e  

Рассмотрим, для начала, физические свой-
ства векторных циркулярных пучков Куммера 
конечной мощности с однородной (одинаковой 
по поперечному сечению пучка) поляризацией. 
Представим поперечную часть векторной ампли-
туды E параксиального пучка в форме ,f E e  

где f является некоторым решением параксиаль-
ного параболического уравнения (1.1). Ком-
плексный постоянный нормированный 2(| | 1) e  

вектор поляризации e не зависит от координат 

(x, y). Для описания поляризационных характе-
ристик пучка вектор e  можно разложить по 

циркулярному базису ( , , ):z e e e   

( ).       e e e  

Можно ввести, согласно Ф.И. Фёдорову 
[11], в декартовой системе координат комплекс-
ный угол   выражением 

y x/ tg( ),E E i        
тогда азимут световой волны равен ,  а ее эл-

липтичность   выражается как th .    Следуя 

этому формализму введем отношение 
/ tg( ' "),с с сE E i        тогда азимут главной 

оси эллипса поляризации световой волны равен 
( ),   а ее эллиптичность   будет 

th " Im(arctg( / )).с E E      
Так как векторный параметр поляризации  

,const e  то поляризация будет фиксированной 

по всему сечению пучка, т. е. однородной. 
Полные векторы электрического и магнит-

ного полей векторного, однородно поляризован-
ного, параксиального пучка можно выразить че-
рез E  [6]: 

;z

i
f f

k     E e e e  

[ , ] [ , ] .z z

i
f f

n k  

     
 

H e e e e  

Далее физические характеристики вектор-
ных параксиальных пучков будем выражать в 
безразмерных переменных 

{ 0/ ,X x x 0 0/ , / ,Y y x Z z z   2 2R X Y  }. 

Двумерный оператор набла в безразмерных цир-
кулярных (цилиндрических) координатах имеет 
вид 2 (1/ ) .R R R      e e  Переход к безразмер-

ным переменным и параметрам не изменяет ба-
зовые векторы { , }.R ze e e  Возникают только 
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коэффициенты связи. Поэтому векторы электри-
ческого поля параксиального пучка 

2 .zf f    E e e e  

Усредненные по времени плотности энер-
гии ,w  продольного zS  и поперечного S  пото-

ков энергии электромагнитного поля для пара-
ксиальных векторных пучков с однородной по-
ляризацией в безразмерных переменных можно 
представить как [7], [6]: 

2

;
8

f
w





 z ;

c
S w

n
  

z Im th 2 Re , .

o s

z

f f
S

f f



 

  

                      

S S S

e
(2.1) 

В выражении для S  выделены явно, по схеме 

Берри и Бекшаева [12]–[14], плотность орби-
тального oS  и спинового sS  потоков энергии. 

Здесь введен также коэффициент связи – безраз-
мерный параметр параксиальности пучка 

4
01/ ( ) 10 .kx     Для параксиальных пучков 

z/ 1S S  вследствие присутствия малого па-

раметра .  
 Формализм (2.1), разумеется, применим 
также к векторным паораксиальным пучкам 
Куммера. Преобразуя (2.1), находим, что плот-
ности орбитального и спинового потоков энер-
гии светового поля для параксиальных вектор-
ных световых пучков Куммера с однородной 
поляризацией равны 

 z Im ;o R RS a a    S e e  

 z Re th 2 ,s R RS a a       S e e  

где введены, для краткости, обозначения  

;R R
R

R

f
a

f
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2

.
f

a
R f





  

 Для рассматриваемых параксиальных век-
торных циркулярных световых пучков Куммера 
с однородной поляризацией, например, ком-
плексный параметр 

 
 

2

2
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.

, 1; /
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i R M m iR Qm
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Здесь при расчете использованы преобразования 

Куммера ( , , ) ( 1, 1, )u

a
M a b u M a b u

b
     [9] для 

функции Куммера М.  
 Физические свойства векторных циркуляр-

ных пучков Куммера в значительной степени 
зависят от азимутальной функции 2 ( ).f   

А) Пусть имеем круговую азимутальную за-
висимость 2 exp( ( )).f i m   Тогда /a im R   и 

выражения для плотностей продольного, орби-
тального и азимутального потоков энергии соот-

ветственно для векторных циркулярных пучков 
Куммера несколько упрощаются и принимают 
вид: 

2

1
z

( )
;

8

c f R
S

n





 

 z Im / ;o R RS a m R   S e e  

 z th 2 Re .s RS a     S e  

Видим, что поперечный спиновый поток энергии  
направлен строго азимутально. Орбитальный 
поток энергии имеет азимутальную и радиаль-
ную составляющие. При возрастании радиальная 
компонента становится преобладающей. 

Б) Пусть имеем явную азимутальную зави-
симость пучка в форме 2 cos( ).f m   Тогда 

tg( ) /a m m R     и выражения для плотностей 

продольного, орбитального и азимутального по-
токов энергии соответственно для исследуемых 
пучков Куммера принимают вид: 

2 2
1

z

( ) cos ( )
;

8

c f R m
S

n

 



 

 z Im ;o R RS a  S e  

 z th 2 Re( ) .s R RS a a      S e e  
В противоположность предыдущему случаю уже 
поперечный орбитальный поток энергии направ-
лен строго радиально. Спиновый же поток энер-
гии имеет азимутальную и радиальную состав-
ляющие. При возрастании R  постепенно азиму-
тальная компонента вектора sS  становится пре-

обладающей. 
  

3 Графическое моделирование картин 
потоков энергии векторных циркулярных 
пучков Куммера непрерывного индекса v с 
конечной энергией 

Нами проводилось аналитическое и графи-
ческое исследование потоков энергии векторных 
циркулярных пучков Куммера. Во всех случаях 

01; 0,02;m Q  ' 1,1; " 0; 0,8;v v Z    th2 1.   

Взят, для простоты, азимутальный параметр мо-
дуляции 1.b   На всех рисунках масштаб интен-
сивности условный. 

А) Азимутальная зависимость 2 exp( ( )).f i m   

Картины интенсивности потока oS представляют 

собой кольца (рисунок 3.1, б), число и характер 
которых зависит, главным образом, от свободно-
го параметра 0.Q  При малых значениях парамет-

ра 0Q  вокруг главного кольца появляются не-

большие дополнительные кольца, которые воз-
растают с увеличением Z (рисунки 3.2, в и 3.2, б). 
При 0 0Q   ясно видно (рисунки 3.2, б и 3.2, в) 

бесконечное число колец. При возрастании ши-
рина колей интенсивности растет и изменяется 
их интенсивность. При 0m   имеем полые пучки 
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Куммера. При 0m   дополнительно к кольцам 
появляется центральный пик. При возрастании 
мнимой части "v  параметра v  пучок расширяет-
ся, при уменьшении сужается, при этом качест-
венно характер картины интенсивности не меня-
ется. При возрастании расстояния Z  пучок и 
картины интенсивности постепенно расширяют-
ся. При уменьшении 'v  максимумы интенсивно-
стей колец начинают возрастать и нули функции 
f исчезают. 

Спиновые же потоки энергии  направлены 
строго азимутально (рисунки 3.2, а и 3.2, б), кар-
тины интенсивности которых представляют со-
бой также кольца. Картины интенсивности спи-
новых потоков sS  (рисунок 3.1, б) сильно 

 коррелируют с картинами полной интенсивно-
сти пучка (рисунок 3.1, в). Характерные особен-
ности потоков sS  – их направления периодиче-

ски изменяются на противоположные при пере-
ходах через области  минимума интенсивности 
(рисунки 3.2, a и 3.2, б). На рисунке 3.2, в, пред-
ставлена картина полной интенсивности пучков 
Куммера непрерывного комплексного индекса 

.  Поскольку график интенсивности пучка не 
зависит от азимута, на рисунке 3.2, с, изображе-
ны только сечения пучка вдоль оси Z. Видно, что 
картины интенсивности потоков sS  слабо корре-

лируют с распределением полной интенсивности 
пучка. 

 

        
                           a)                                                б)                                                            в)                     

Рисунок 3.1 – Орбитальный поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 exp( ( )) :f i m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью;  

в) полная интенсивность светового пучка Куммера 
 

        
                          a)                                                 б)                                                                 в)                     

Рисунок 3.2 – Спиновый поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 exp( ( )) :f i m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью;  

в) сечение картины полной интенсивности циркулярного пучка Куммера 
 

            
                                                         a)                                                   б)  
 

Рисунок 3.3 – Орбитальный поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 cos( ) :f m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью 
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                                                         a)                                                 б) 

Рисунок 3.4 – Спиновый поток энергии векторных циркулярных пучков Куммера с зависимостью 

2 cos( ) :f m   а) только линии потока; б) линии потока вместе с его интенсивностью 
 

Б) Азимутальная зависимость пучка 2 cos( ).f    

Изменение азимутальной функции exp( ( ))i   на 

cos( )  приводит к радикальному изменению 
поперечных потоков энергии и их интенсивно-
сти. На рисунках 3.3 и 3.4 видно, что орбиталь-
ные потоки энергии oS  в таких случаях всегда 
направлены вдоль радиусов R, а картины их ин-
тенсивности представляют собой также кольца, 
которые частично коррелируют с общей интен-
сивностью пучка. Наиболее интересны картины 
спинового потока энергии sS  пучков Куммера с 

азимутальной зависимостью cos( )  (рисунки 
3.4, a и 3.4, б). Спиновые потоки энергии разде-
лены на две области плоскостью YZ. В каждой 
области спиновые потоки энергии независимы и 
представляют собой замкнутые кривые. Однако 
плоскость YZ не является плоскостью симмет-
рии, поскольку направления вращения спиновых 
потоков sS  являются одинаковыми. Они изме-
няются на противоположные при изменении зна-
ка параметра поляризации th 2 .  

 

Заключение 
 В данной работе выведены выражения, опи-
сывающие новые типы пучков – векторные пара-
ксиальные циркулярные световые пучки Кумме-
ра с непрерывным комплексным индексом ,  
переносящие конечную мощность и поэтому фи-
зически реализуемые. Они характеризуются че-
тырьмя свободными параметрами: двумя веще-
ственными – (b, m) и двумя комплексными пара-
метрами 0( ,Q  ν). 

Сформулированы условия физической реа-
лизуемости новых векторных пучков Куммера с 
переносимой конечной мощностью во всем про-
странстве. Выполнено графическое моделирова-
ние их потоков энергии и интенсивности. Прове-
ден соответствующий анализ. Установлено, что 
выбор различных азимутальных функций пучка 
приводит к качественно различным физическим 
следствиям. 
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