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Введение 
В [1] введена ассамблейно-трансферная 

(assemble-transfer) дисциплина перемещения за-
просов и при наличии дополнительного про-
стейшего входящего потока, когда нет запросов, 
проведена характеризация стационарного рас-
пределения в форме произведения геометриче-
ских распределений. В [2] удалось провести ха-
рактеризацию в форме произведения смещенных 
геометрических распределений без дополни-
тельного потока. Для решения подобных про-
блем в случае других распределений можно по 
каждой из схем [1] или [2] использовать резуль-
тат приводимой ниже теоремы. 
 

1 Постановка задачи и основной результат 
В систему массового обслуживания, в кото-

рой содержится единственный экспоненциаль-
ный прибор с интенсивностью обслуживания ,  

поступает стационарный поток без последейст-
вия (вообще говоря, неординарный). Наступле-
ние событий потока происходит с интенсивно-
стью ,  при этом в момент осуществления n-го 
события потока поступает случайное число за-
просов 1nX   с распределением вероятностей 

( ) { } ( , 1,2, )na k P X k n k     

и конечным средним 
1

( ).A
k

m ka k




   Запросы об-

служиваются группами случайного размера nY  для 

n-й группы с распределением ( ) { }nb k P Y k   
и конечным математическим ожиданием 

1

( ).B
k

m kb k




   Если в момент окончания обслу-

живания очередной группы разыгранное значе-
ние выбираемой на обслуживание группы пре-
восходит число ожидающих в очереди заявок, то 
на обслуживание берется неполная группа из 
всех оставшихся в очереди запросов. Предпола-
гается, что { }nX  и { }nY  – последовательности 

независимых, одинаково распределенных слу-
чайных величин, которые не зависят друг от дру-
га и не зависят от процессов поступления и об-
служивания. Число запросов в системе в момент 
времени t, обозначаемое ( ),n t  – цепь Маркова с 

непрерывным временем и фазовым пространст-
вом {0,1,2, }.    Интенсивности ее перехода 

( , ) ( ), 1, 0,q n n k a k k n              (1.1) 

( , ) ( ), 1 1, 2,q n n k b k k n n          (1.2) 

( ,0) ( ), 1,q n B n n                   (1.3) 

где ( ) ( ) ( 1) { }.lB n b n b n P X n       

МАТЕМАТИКА

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ



Квазиобратимость систем обслуживания с нестандартными групповыми перемещениями заявок 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 4 (53), 2022 81

Известно, что условие 

A Bm m                           (1.4) 

является необходимым и достаточным для эрго-
дичности цепи ( ).n t   

Пусть выполнено (1.4), тогда при любом 
начальном распределении цепи существуют не 
зависящие от него финальные вероятности 

( ) lim { ( ) } 0, ,
t

p n P n t n n 
         (1.5) 

образующие единственное стационарное распре-
деление процесса ( ).n t  При этом они удовлетво-

ряют системе уравнений равновесия 

1

0 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), 1,
n

k k n

p n

p k a n k p k b k n n
 

  

   

      
 

1

(0) ( ) ( ).
k

p p k B k




                    (1.6) 

Стандартные условия квазиобратимости (по от-
ношению к естественному набору) марковского 
процесса ( )n t  имеют форму 

1

0

( ) ( ) ( ), 1,
n

k

p n p k a n k n




             (1.7) 

1

( ) ( ) ( ), 1,
k n

p n p k b k n n


 

            (1.8) 

1

(0) ( ) ( ).
k

p p k B k




                 (1.9) 

Введем соответственно производящие функ-
ции стационарного распределения, распределения 
размеров поступающих групп и распределения 
размеров выбираемых на обслуживание групп как 

0

1 1

( ) ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( ) .

n

n

k k

k k

P z p n z

A z a k z B z b k z





 

 



 



 
   

Очевидно (1.7) эквивалентно равенству 

( ( ) (0)) ( ) ( ).P z P A z P z   


          (1.10) 

Обозначим .


 


 Поскольку (1) (1) 1,P A 


 то 

полагая в (1.10) 1,z   получим (0) (0) 1 .p P    

Значит, для квазиобратимости ( )n t  необходимо, 

чтобы 1   и (0) 1 .p    Следовательно, (1.10) 

можно переписать как 

( ) 1 ( ) ( ).P z A z P z    


           (1.11) 

Дифференцируя (1.11), получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),P z A z P z A z P z     
 

     (1.12) 

так как ( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ), 1,
n

n k k n k
n

k

P z C A z P z n



  


 (1.13) 

откуда 

( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ),
1 ( )

1.

n
n k k n k

n
k

P z C A z P z
A z

n















 (1.14) 

Напомним, что функция называется абсо-
лютно монотонной на (0, 1), если она бесконечно 
дифференцируема на (0, 1), а все ее производ-
ные, включая нулевую (т. е. саму функцию), не-

отрицательны на (0, 1). Пусть ( )A z


 – произво-

дящая функция вероятностного распределения 
на {1,2, },   для чего, как известно [3], необ-

ходимо и достаточно, чтобы ( )A z


 была абсо-

лютно монотонной в (0, 1) и (0) 0. (1) 1.A A 
 

 

Перепишем (1.11) в виде 
1

( ) , 1.
1 ( )

P z
A z


  


              (1.15) 

Пусть ( )A z


 – производящая функция распреде-

ления вероятностей на ,  а функция ( )P z  опре-

делена равенством (1.15). В этом случае из (1.15) 

и того, что (0) 0, (1) 1A A 
 

 следует, что 

(0) 1 , (1) 1.P P    Кроме того, из (1.15) для 

(0,1)z  из того, что 1, ( ) 1,A z  


 вытекает 

( ) 0,P z   а из (1.14) индукцией по n  следу-

ет, что для любого ( ) ( ) 0.nn P z   Итак, ( )P z  

абсолютно монотонна на (0, 1) и (1) 1.P   Значит 

[3], ( )P z  – производящая функция распределе-

ния вероятностей на .  Таким образом, спра-

ведлива следующая  

Основная теорема. Пусть ( )A z


 – произво-

дящая функция распределения вероятностей на 
,  а функция ( )P z  определена равенством 

(1.15). Тогда ( )P z  – производящая функция рас-

пределения вероятностей на .  

Обратное, вообще говоря, неверно, что по-
казывает следующий пример. Из равенства (1.15) 
следует, что 

1 1
( ) 1 .

( )
A z

P z

 
    


                 (1.16) 

Пусть стационарное распределение совпадает с 
распределением Пуассона: 

( ) , 0,1, ,
!

k
cc

p k e k
k

    

где ln(1 ).c     Тогда из (1.16), учитывая, что 
( 1)( ) (1 ) ,c z czP z e e    получим 

1
( ) (1 ).czA z e 




 

Эта функция не может быть производящей 
функцией распределения вероятностей, так как, 
например, ее вторая производная отрицательна 
на (0, 1). Таким образом, для установления необ-
ходимых условий квазиобратимости разумнее 
задавать производящую функцию размеров по-
ступающих групп, а потом с помощью (1.15) на-
ходить производящую функцию стационарного 
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распределения. Задание последней функции и 
применение (1.16) не гарантирует, что получаю-
щаяся при этом функция будет производящей 
функцией некоторого распределения вероятностей.  
 

2 Примеры применения основной теоремы 
1. Если входящий поток ординарный, т. е. 

( ) ,A z z


 то (1.15) превращается в производя-

щую функцию геометрического распределения: 
( ) (1 ), 0,1, 2, .np n n      

2. Если размеры поступающих групп имеют 
геометрическое распределение с параметром а 
(0 1) :a   

1( ) (1 ), 1,2, ,ka k a a k     
т. е.  

(1 )
( ) ,

1

a z
A z

az







 

то из (1.15) 
1

( )
1 ( )

[1 ( )]
1 .

1 ( )

az a z
P z

a a z

a a z

a a z

  
 

   
   

 
   

         (2.1) 

Производящая функция смещенного геометриче-
ского распределения с параметрами  

0 0( , ) ( , (0,1)),p c p c  
1

0 0(0) , ( ) (1 )(1 ) , 1,2, ,np p p n p c c n       
имеет форму 

0 0

(1 )
( ) (1 ) .

1

c z
P z p p

cz


  


 

Из (2.1) следует, что для квазиобратимости ( )n t  

необходимо, чтобы в стационарном режиме ( )n t  

имел смещенное геометрическое распределение 
с параметрами (1 , ).a a    При этом в силу 

0 1, 0 1a      оба параметра находятся в (0, 1). 

3. Пусть параметры поступающих групп 
имеют распределение Пуассона: 

1

( ) , 1,2, .
( 1)!

k
aa

a k e k
k


  


 

Тогда ( 1)( ) .a zA z ze 


 Поэтому из (1.15) 

( 1)

( 1)

0 0

1
( )

1

(1 ) ( ) (1 ) ( )

a z

k ka z a k kaz k

k k

P z
ze

z e e e z



 
 

 


 



       
 

0 0

( )
(1 ) ( ) .

!

n
a k k n

k n

ka
e z z

n

 


 

     

Производя в последней сумме замену 
, ,k n m k l    получим 

 
0 0

( )
( ) (1 ) ,

( )!

a m lm
m

m

l

l

e la
P z z

m l

 

 


 

   

откуда 

 
0

( )
( ) (1 ) , 0,1, .

( )!

la m lm

l

e la
p m m

m l

 




   

  (2.2) 

Назовем распределение на ,  задаваемое веро-

ятностями (2.2), 1M -распределением с парамет-

рами ( , ).a  

4. Пусть размеры поступающих групп име-
ют дискретное равномерное распределение на 
{1, 2, , }:M  

1
( ) , 1, 2, , .a k k M

M
    

Тогда 

(1 )
( )

(1 )

Mz z
A z

M z







 

и по формуле (1.15) 
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Производя замену , ,s kM n t k    т. е. 

,n s tM   ,k t  и учитывая, что 0, 0n k n    
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Отсюда 
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  (2.3) 

Назовем распределение на ,  задаваемое 

(2.3), 2M -распределением с параметрами ( , ).M  

Используя тождество 1
1 1,l l l

r r rC C C 
    заметим, 

что последняя вероятность может быть перепи-
сана как 
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5. Пусть размеры поступающих групп име-
ют биномиальное распределение с параметрами 
( , )M p  на множестве {1, 2, 1},M   т. е. 

1 1 1( ) ,

1, 2, , 1 ( , 0 1, 1 ).
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Тогда  
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и по формуле (1.15) 
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Производя замену , ,s k l t k    получим 
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Следовательно, 

1

1

( ) (1 ) ,

0,1, .

t
s

s s s t M
Mt

s
t

M

p s p q C q
p

s

  

   

 
 









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 (2.5) 

Назовем распределение на ,  задаваемое 

(2.5), 3M -распределением с параметрами ( , , ).p M  
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