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ЗАДАЧИ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 

 В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ 

 

1. Как известно, многие задачи акустики, электродинамики и 

квантовой механики для звуковых, электромагнитных и других полей 

сводятся к решению уравнения Гельмгольца в ограниченных областях: 
2 ( ) 0; .k x x G

                                   
(1)  

При этом на поверхности , ограничивающей область G , должны 

выполняться граничные условия (ГУ), например Дирихле или Неймана: 

1 2( ) ( ) 0; ( ) ( ) 0,
x x

ГУ U x ГУ U x n
              

(2)  
где n  – внешняя нормаль к поверхности . Такие задачи являются 

задачами на собственные значения (СЗ), – они имеют решения не при 

всех значениях параметра 2k , а только при некоторых: 2

nk . Например, 

для заключѐнной внутри поверхности  квантовой частицы массы 0m , 

которая описывается стационарным уравнением Шрѐдингера [1,2] 
2

0( 2 ) ( ) ( ) ( ); ( ) 0; ; ( ) ; ,m U x x E x U x x G U x x G  (3)  

имеем ГУ Дирихле, а СЗ энергии 2 2

0
2n nE k m . В данной работе 

сконцентрируем внимание на задачах для областей, которые удобно 

рассматривать в цилиндрических координатах. 

Для решения уравнения Гельмгольца воспользуемся методом 

разделения переменных. Для оператора Лапласа и функции ( )x  имеем 
2 2

2 2 2

1
; ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ),x z R Z z

z      

(4)  
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поэтому нетрудно получить равенство 

2

2

( ) 1 ( ) ( )
0.

( ) ( ) ( )

R Z z
k

R Z z                         
(5)  

Из (5) следуют три обыкновенных дифференциальных уравнения: 
2 2( ) ( ); ( ) ( ),Z z Z z                       (6)

 

2 2 2 2 ( ) 0,R             (7)  

где 2 2 2k , а 2  и 2  – константы разделения переменных.  

Общие решения уравнений (6)-(7) имеют вид 

( ) cos sin ,Z z A z B z                                          (8)  
( ) cos sin ,A B       (9)  

( ) ( ) ( ),R C J D N              (10)  
где ( )J z  ( ( )N z ) – функции Бесселя (Неймана). Таким образом, 

имеем решения уравнения Гельмгольца в цилиндрических координатах 

в виде 

( ) ( ) ( ) cos sin cos sin .(11)x C J D N A B A z B z

Далее рассмотрим конкретные области и найдѐм к каким следствиям 

приводят граничные условия.  

2. Начнѐм с цилиндрической области (рис. 1) 

0 00 ; 0 2 ; 0 .G z z  (12)  

 
Рисунок 1 – Системы координат в цилиндрической области 

 

Из ГУ Дирихле имеем для функций ( ); ( )Z z  и ( )R  условия 

0 0(0) 0; ( ) 0; (2 ) (0); (2 ) (0); ( ) ; ( ) 0.Z Z z R R  
(13)

 
Из условий (13) для функции (8), нормируя еѐ на единицу, имеем:  

0 0 0; 0; ( ) 2 sin ; 1, 2, 3,...l l ll z A Z z z l z z l
   

(14)  
Для описывающих азимутальную зависимость функций ( )  имеем 

, 1, 2, 3,...m m m  и две возможности (при 0  – одну): 
( ) ( )( ) 1 cos ; ( ) 1 sin .c s

m mm m
               

(15)  
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Условию ( )R  в начале координат удовлетворяют только 

функции Бесселя (функции Неймана имеют логарифмическую 

особенность), поэтому (при m) 0mD  и ( ) ( )m mR C J , причѐм 

должно выполняться условие Дирихле на боковой поверхности 

цилиндра 

0 0( ) ( ) 0m mR C J .                                  (16)  
Это условие означает, что  

( ) ( )

0 , 0,1, 2, 3,...m m

n n n ,                          (17)  

где ( )m

n
 – корни функций Бесселя индекса m , для больших значений 

номеров корней n  их приближѐнные значения [3] 
( ) 3 4 2 .m

n m n                                   (18)  
Константы mC  определяются из условия нормировки 

0
2

0

( ) 1.R d                                     (19)  

Таким образом, волновые функции квантовомеханической частицы, 

находящейся внутри цилиндрического ящика, имеют вид 
( , ) ( ) ( ) ( , )

0( , , ) ( ) ( )c s m m c s

nml n m n m lz C J Z z .             (20)  

Соответствующие собственные значения энергии таковы: 
222 2 2 ( )

0 00
2 ; m

nml nml nml nE k m k l z .          (21)  

3. Рассмотрим теперь область G  в виде клина (рис. 2): 

0 0 00 ; 0 ; 0G z z .   (22)  

 

Рисунок 2 – Клиновидная область в цилиндрических координатах 

Для такой области из ГУ Дирихле для функций (8)–(10) имеем 

0 0 0(0) 0; ( ) 0; (0) 0; ( ) 0; ( ) ; ( ) 0Z Z z R R . (23)  
Функции ( )Z z  будут иметь тот же вид ( )lZ z  (14). Для описывающих 

азимутальную зависимость функций ( )  имеем 

0 , 1, 2,...m m m  и одну возможность 
( )

0 0 0( ) 2 sin 2 sin
m

s

m m .            (24)  
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Радиальная зависимость теперь будет описываться функциями 

Бесселя индексов m , корни которых ( )m

n
, а приближѐнные значения 

корней  
( )

3 4 2 .m

n m n   При этом волновые функции имеют вид 
( ) ( )( ) ( )

0( , , ) ( ) ( )m m

m m

s s

nml n n lz C J Z z .            (25)  

Соответствующие СЗ энергии описываются формулами (21), в 

которых ( )m

n
 заменяется на ( )m

n
.  

Рассмотрим некоторые частные случаи клина (рисунок 3).  

  
а)                                                                       б) 

Рисунок 3 – Частные случаи клина 

а) – полуцилиндр; б) – цилиндр с перегородкой 

 

При 
0

 область G  имеет вид полуцилиндра (рисунок 3 а).              

Для функций ( )  в этом случае имеем 

( )

, 1, 2,...,

( ) 2 sin .
m

m

s

m

m m m

   
(26)  

СЗ энергии даются формулами (21), а волновые функции имеют вид  
( ) ( ) ( ) ( )

0( , , ) ( ) ( )
m

s m m s

nml n m n lz C J Z z .   (27)  

Подчеркнѐм, что спектры энергий квантовой частицы в цилиндре и 

частицы в полуцилиндре одинаковы. 

В случае цилиндра с перегородкой имеем область G  в виде (рисунок 

3 б): 

0 00 ; 0 2 ; 0G z z .      (28)  
Поскольку 0 2 , то 2, 1, 2,... ,m m m  азимутальные 

функции 
( )

2 ( ) 1 sin 2s

m m , а волновые функции и СЗ энергии 

таковы: 
( ) ( 2) ( 2) ( )

2 0 2( , , ) ( ) ( )s m m s

nml n m n m lz C J Z z ,              (29)  

222 2 2 ( 2)

0 0 02 ; m

nml nml nml nE k m k l z .          (30)  
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Здесь ( 2)m

n
 – корни функций Бесселя полуцелых индексов, их 

приближѐнные значения таковы: ( 2) 3 4 4 .m

n m n  Отметим, что 

в случае значения 1m  формула 

(1 2) 3 4 4 ( 1) , 0,1, 2, 3,...n n n n
                   

(31)  

для корней функции Бесселя и формула для СЗ энергии являются 

точными. 
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ЭМИССИЯ ЭЛЕКТРОНОВ В ПРОВОДЯЩИХ КАНАЛАХ 

ДИОКСИДА ГАФНИЯ, ОБРАЗОВАННЫХ В РЕЗУЛЬТАТЕ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПРОБОЯ 
 

В настоящее время наноструктуры на основе диоксида гафния 

перспективны для применения в энергонезависимой резистивной памяти с 

произвольной выборкой (RRAM). Однако, остается еще много 

нерешенных задач, наиболее важными из которых являются выявление 

механизма переключения диоксида гафния из высокоомного в низкоомное 

состояние, идентификация механизмов токопереноса при наличии 

высокой концентрации ловушек, определение вклада тепловых процессов. 

В данной работе, исходя из механизма формирования проводящих 

каналов (филаментов) при электрического пробое, рассмотрена модель 

эмиссии электронов в них. Проводящие каналы формируются путем 

сильного разогрева вещества в них при электрическом пробое, 

последующем остывании и формировании вакуумных и метастабильных 

областей [1]. При этом часть материала катода попадает в канал, образуя 

заостренный катод. Токоперенос осуществляется путем эмиссии 

электронов из катода в вакуумный промежуток и последующего 

взаимодействия их с метастабильной областью у анода.  
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