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Введение 
В статье рассматриваются только конечные 

группы. В работе [1] Л.С. Казарин определил 
неабелевы композиционные факторы конечной 
группы G, обладающей рядом подгрупп 

0 1 11 ,n nY Y Y Y G      

где 1:i iY Y   – простое число для всех 1, , .i n   

Данная цепь начинается с единичной подгруппы 

0.Y  Поэтому в [2] введено следующее естествен-

ное определение. 
Определение. Подгруппа H группы G назы-

вается  -субнормальной в G (обозначается H 
 -sn G), если либо H = G, либо существует цепь 
подгрупп 0 1 1n nH H H H H G      

такая, что 1:i iH H   – простое число для всех 

1, ,i n  . 
Данное определение оказалось весьма по-

лезным и неоднократно обобщалось [3], [4]. 
Группам с системами  -субнормальных под-
групп посвящено достаточно много работ. В ча-
стности, в ряде из них изучалось строение фак-
торизуемых групп с  -субнормальными сомно-
жителями [4], [5], [6]. 
 

1 Предварительные результаты 
Используются стандартные обозначения и 

терминология, которые можно найти, например, 
в [7]. Для удобства приведем некоторые обозна-
чения. Через  G  обозначается множество всех 

различных простых делителей порядка группы G; 
G N M   – полупрямое произведение подгрупп 

N и M группы G N G  и 1;N M   nR  – пря-
мое произведение n сомножителей, каждый из 
которых изоморфен группе R; если ,H G  то 

.g
G g GH H   

Нам потребуются следующие вспомога-
тельные результаты. 

Лемма 1.1. Пусть G AB  – конечная груп-
па, где A  -sn G и B  -sn G, тогда G не являет-
ся простой неабелевой группой. 

Доказательство. Предположим, что G – 
простая неабелева группа. По условию сущест-
вуют подгруппы 1M A  и 2M B  такие, что 

1:G M p  и 2: ,G M q  где p и q – простые 

числа. Так как G – простая неабелева группа, то, 
очевидно, что G изоморфно вкладывается в сим-
метрические группы pS  и ,qS  причем 

 maxp G   и  max .q G   Следовательно, 

,p q  а 1M  и 2M  – p -подгруппы в группе G. 

Противоречие с тем, что 1 2.G M M  Таким обра-

зом, G не является простой неабелевой группой.  
Лемма 1.2. Пусть G – конечная группа, 

N G  и R  -sn G. Тогда существует R-ин-

вариантная цепь 0 1 1 ,n nN N N N N     

где 1:i iN N   – простое число для всех 1, , .i n   

В частности, R  -sn NR. 
Доказательство. Так как R –  -sn G, то 

существует цепь 

0 1 1 ,t tR R R R R G      

где 1:i iR R   – простое число для всех 1, , .i t   

МАТЕМАТИКА



Произведение двух  -субнормальных подгрупп 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 2 (35), 2018 81

Рассмотрим цепь  

0

1 1 .t t

R N R N

R N R N R N N

 

   


  


 

Поскольку для всех 1, ,i t   iR R  и 

,i iR N R   то цепь является R-инвариантной. 

Так как  

 1 1| : : |i i i iR N R R N R     

и 

   1 1 1 1: : : ,i i i i i i i iR R R R N R R N R R       

то 1:i iR N R N   делит простое число. Сле-

довательно, существует R-инвариантная цепь 

0 1 1 ,n nN N N N N     где 1:i iN N   – 

простое число и .n t                                              

Лемма 1.3. Пусть 1 ,kN N N   где iN  – 

изоморфные простые неабелевы группы 2.k   

Если H N  и :N H p  – простое число, то 


1 1k ki i iH N N N


    для некоторой переста-

новки  1 2, , , ,ki i i  где 
k ki iN N  и : .

k ki iN N p  

Доказательство. Докажем лемму индукци-
ей по k. Пусть 2.k   Если 1,NH   то N изо-

морфно вкладывается в симметрическую группу 

.pS  Так как 2p  делит ,N  то это невозможно. 

Значит, 1.NH   Очевидно, что 1NH N  или 

2.NH N  Поэтому  1 2H N H N    или H   

 2 1N H N    и лемма верна. Следовательно, 

3.k   Ясно, что 1.NH   Поэтому NH   

1
.

ti iN N   Если 1,t k   то лемма верна. 

При 1t k   рассмотрим фактор-группу / NN H  

и применим индукцию. 
Лемма 1.4 [5, лемма 3.1]. Пусть H – под-

группа группы G, .N G  Тогда, если H  -sn G, 

то  H N  -sn N и HN / N  -sn G / N. 

Лемма 1.5 [8, теорема 1]. Пусть G – про-

стая неабелева группа, H G  и ,: aG H p  где 

p – простое число. Тогда имеет место одно из 
следующих утверждений: 

(a) ,nG A  1,nH A   где ;an p  

(b)   ,rG PSL q  H – параболическая подгруп-

па в G, 
1

:
1

r
aq

G H p
q


 


 и r – простое число; 

(c)  2 11 ,G PSL  5;H A  

(d) 23,G M  22H M  или 11,G M  10;H M  

(e)  4 2 ,G PSU  H – параболическая под-

группа индекса 27. 
Лемма 1.6 [9, лемма 1.1]. Пусть G – про-

стая неабелева группа и 1  -sn G. Тогда 

          3 3 2 2 23 ; 5 ; 7 ; 11 ; 2 ,nG SL SL PSL PSL SL  

где  2 1n p   – простое число Ферма}. 

Множество групп из леммы 1.6 обозначим D.  
Лемма 1.7 [5, лемма 4.1]. Пусть группа 

G = AB – произведение подгрупп A и B. Если су-
ществуют цепи подгрупп  

0 1 1 ,n nA A A A A G      

0 1 1m mB B B B B G      

с простыми индексами 1: ,i iA A   1: ,j jB B   

1, , ,i n   1, , ,j m   то  1iA B   -sn 1iA   и 

 1jB A   -sn 1jB   для всех 1, , ,i n   1, , .j m   

Лемма 1.8. Пусть ,G AB  где A и B – про-
стые неабелевы группы,  -субнормальные в G. 
Если 1,A B   то AD  и BD.  

Доказательство. Положив в лемме 1.7 
0,i j   получим, что A B   -sn A и A B  

 -sn B. Так как 1,A B   то AD  и BD.     
 

2 Основные результаты 
Теорема 2.1. Пусть G AB  –  конечная 

группа, где A  -sn G и B  -sn G. Если AR  и BR  – 

простые неабелевы композиционные факторы A 
и B соответственно, то G A B R R R  – про-

стые неабелевы композиционные факторы груп-
пы G. 

Доказательство. Пусть G – минимальный 
контрпример к теореме. По лемме 1.1 G не явля-
ется простой неабелевой группой. Пусть N – ми-
нимальная нормальная подгруппа группы G. Так 
как /G N  удовлетворяет условию теоремы, то, в 
силу минимальности контрпримера, N является 
неразрешимой группой. Следовательно, N   

1 ,kN N   где iN  – изоморфные простые 

неабелевы группы. Отметим, 1 A BN  R R  и, в 

частности, N A  и .N B   

Пусть ,A N  тогда .B N  Так как 

,G AB  то  N A N B   и по лемме 1.4 A  -sn N, 

N B   -sn N. Поскольку G – минимальный 

контрпример, то 1 ,A N BN  R R  что невоз-

можно. Таким образом, A N  и .B N  

Предположим, что 1.k   Рассмотрим груп-
пу .NA  По лемме 1.2 в N существует A-инва-
риантная цепь  

1 1 ,t tN A N N H N N      

где :N H p  – простое число. Из леммы 1.5 

следует, что это возможно только в случаях пар 

{N; H}: { ;pA 1},pA    { ,rPSL q  где 
1

1

rq
p

q





 и r – 

простое число; 1P  или 1},rP   23{ ;M 22},M  11{ ;M  
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10},M   2{ 11 ;PSL 5}.A  Аналогично, для подгруп-

пы NB  получим точно такие же пары {N; U}. Рас-
смотрим последовательно все случаи. Отметим, 
что факторизации почти простых групп рассмот-
рены в работе [10], которой мы воспользуемся. 

(1) .pN A  В этом случае 1pH U A    и 

  ,GA N H   .GB N U  Поэтому  

   .G GG N H N U  

Из [10] следует, что G не имеет такой фактори-
зации. 
 (2)  .rN PSL q  В этом случае  1 1, rH P P   

 1 1, rU P P   и   ,GA N H   .GB N U  По-

этому    .G GG N H N U  Из [10] следует, что 

G не имеет такой факторизации. 
 (3) 23.N M  В этом случае 22H U M   и 

  ,GA N H   .GB N U  Поэтому  

   .G GG N H N U  

Из [10] следует, что G не имеет такой фактори-
зации. 
 (4) 11.N M  В этом случае 10H U M   и 

  ,GA N H   .GB N U  Поэтому  

   .G GG N H N U  

Из [10] следует, что G не имеет такой фактори-
зации. 
 (5)  2 11 .N PSL  В этом случае H   

5U A   и   ,GA N H   .GB N U  Поэтому 

   .G GG N H N U  Из [10] следует, что G не 

имеет такой факторизации. 
 Следовательно, 2.k   По лемме 1.2 под-
группа N имеет A-инвариантную подгруппу H 
простого индекса p в N. По лемме 1.3 будем счи-

тать, что 
1 1 ,k kH N N N    где : .k kN N p  

Покажем, что группа 1 1kN N   является A-ин-

вариантной. Так как для всякого a A  имеем 

 1 1 ,
a a

kN N H H    то, если a
i kN N  для 

некоторого 1 1,i k    получим, что .N H  

Последнее невозможно. Поэтому 1 1kN N   – 

A-инвариантна. 
 Подгруппа N имеет B-инвариантную под-
группу U простого индекса p в N. Если 

*
1 1 ,k kU N N N    где *: ,k kN N p  то 

1 1 ,kN N AB G   что невозможно, по-

скольку N – минимальная нормальная подгруппа в 
группе G. Без ограничения общности можно счи-

тать, что 
2 1,kU N N N    где 

1 1: .N N p  

Так как G действует транзитивно на  1, , ,kN N  

то найдется элемент g G  такой, что 1 .g
kN N   

Тогда  



 
12

1 12 ,

gg gg
k

g g
k k kk

U N N N

N N N N N N

   

     
 

где :k kN N p  и 1 1 .g
kN N B   Так как 

,gG AB  то 1 1 .kN N G   Последнее не-

возможно, так как N – минимальная нормальная 
подгруппа в G.                                                         
 Следствие 2.2 [5, теорема 4.2]. Пусть груп-
па G = AB – произведение разрешимых подгрупп 
A и B. Если A и B –  -субнормальные  подгруппы 
группы G, то G разрешима. 
 Теорема 2.3. Пусть G = AB – конечная груп-
па, где A  -субнормальная в G подгруппа нечет-
ного порядка, B – разрешимая подгруппа. Тогда 
G является разрешимой группой. 
 Доказательство. Пусть  G – минимальный 
контрпример к теореме. Предположим, что G – 
простая неабелева группа. По теореме Томпсона – 
Фейта A – разрешимая группа. Так как A –  -суб-
нормальная в G подгруппа, то 1  -sn G и по 
лемме 1.6 GD.  Рассмотрим все случаи.  

(1)  3 3 .G SL  Группа  3 3SL  допускает 

только следующие факторизации:  

     
     

*2 2
3 4 4

*2 2
4 4

3 13 3 : 2 13 3 : 2

13 : 3 3 : 2 13 : 3 3 : ,2

SL S S

S S

  

 
 

где 2
43 : 2S  и   *2

43 : 2S  – несопряженные в 

 3 3SL  подгруппы. Поскольку подгруппы 13 и 

13:3 не  -субнормальны в  3 3 ,SL  то группа 

 3 3SL  не удовлетворяет условиям теоремы. 

(2)  3 5 .G SL  Группа  3 5SL  допускает 

только следующие факторизации:  

       
         

*2 2
3 2 2

*2 2
2 2

5 31 5 : 5 31 5 : 5

31: 3 5 : 5 31: 3 5 : 5 ,

SL GL GL

GL GL

  

 
 

где  2
25 : 5GL  и    *2

25 : 5GL  – несопряжен-

ные в  3 5SL  подгруппы. Поскольку подгруппы 

31 и 31:3 не  -субнормальны в  3 5 ,SL  то груп-

па  3 5SL  не удовлетворяет условиям теоремы. 

(3)  2 7 .G PSL  Группа  2 7PSL  допуска-

ет только следующие факторизации:  

  * *
2 2 4 4 7 4 7 4 ,7PSL NG NS NS G S G S      

где  

  2 2 27 : 3, 7 , N G Syl PSL   

  7 7 2 7 ,G Syl PSL  

4S  и *
4S  – несопряженные в  2 7PSL  подгруппы. 
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Поскольку подгруппы 7 и 7:3 не  -субнормаль-
ны в  2 7 ,PSL  то группа  2 7SL  не удовлетво-

ряет условиям теоремы. 
(4)  2 11 .G PSL  Группа  2 11PSL  допус-

кает только следующие факторизации:  

     
   

2 12 4

* *
5 5 5 5

11 11: 5 11: 5

11: 5 11: 5 11 1 ,1

PSL D A

A A A A

  

   
 

где 12D  – диэдр порядка 12, 4A  – знакоперемен-

ная группа степени 4, 5A  и *
5A  – несопряженные 

в  2 11PSL  знакопеременные группы степени 5. 

Так как подгруппы 11 и 11:5 не  -субнормальны 
в  2 11 ,PSL  то группа  2 11PSL  не удовлетво-

ряет условиям теоремы. 

(5)  2 2 ,nG SL  где 2 1n p   – простое 

число Ферма и 2 .kn   Группа  2 2nSL  допуска-

ет только следующие факторизации:  2 2nSL   

,ND NZ   где N – нормализатор силовской 2-под-
группы, D – диэдр порядка 2 ,p  Z – циклическая 

группа порядка p. Так как подгруппа p не являет-

ся  -субнормальной в  2 2 ,nSL  то группа 

 2 2nSL  не удовлетворяет условиям теоремы. 

Таким образом, группа G не является про-
стой неабелевой группой. Так как условия тео-
ремы наследуются на фактор-группы, то мини-
мальная нормальная подгруппа в G имеет вид 

1 ,kN N N   где iN  – изоморфные простые 

неабелевы группы и 1.k   
Пусть 2.k   Если ,A N  то A  -sn N и 

 N A N B   удовлетворяет условию теоремы, 

а поэтому разрешима. Последнее невозможно. 
Следовательно, .A N  По условию теоремы 

существует цепь  

0 1 1 ,n nA A A A A G      

где 1:i iA A   – простое число для всех 1, , .i n   

Из тождества Дедекинда следует, что 1nA    

 1 .nA A B   Так как A  -sn 1,nA   то в силу 

минимальности контрпримера 1nA   является 

разрешимой группой и 1: nG A p   – простое 

число. Ясно, что 1 .nG A N  Отсюда следует, что 

1 .nN p A B   Поэтому N содержит разреши-

мую подгруппу индекса p в N. Это невозможно 
по лемме 1.3.  

Таким образом, 1k   и N – простая неабе-
лева группа. По лемме 1.2 N имеет A-инвари-
антную цепь: 0 .nA N R R N    По-

скольку A N  – разрешимая группа, то 1  -sn N 

и N D.  Так как   /Out N N  имеет порядок 2 ,k  

то .A N  Выше было показано, что это невоз-
можно.                                                                       

Замечание. Условие нечетности порядка 
подгруппы A в теореме отбросить нельзя. Сим-
метрическая подгруппа 4S   -субнормальна в 

 2 7PSL  и  2 4 7.7PSL S Z  Однако  2 7PSL  

является простой неабелевой группой. 
Лемма 2.4. Пусть ,G AB  где A и B – про-

стые неабелевы группы,  -субнормальные в G. 
Если ,G N A   где N – простая неабелева 
группа и , ,A BD  то G N C   и N ,B  C ,A  
N  -sn G, C  -sn G, N, .CD  

Доказательство. Из теоремы 2.1 следует, 
что .N B  Следовательно, .G A B  Поэтому 

1A B   и по лемме 1.8 получим, что , .A BD  

Если  , 1,N A   то лемма верна. Следовательно, 

найдется 0 ,a A  для которого  0, 1.N a   Так 

как  Out N  является разрешимой группой, то 

существует 0n N  такой, что 0 0a nn n  для всех 

.n N  Отсюда следует, что  1
0 0 .Ga n C N   Обо-

значим   .GC C N G   Имеем, что N C   

  ) .N NC A   Поскольку  1 NC A A    и 

A – простая неабелева группа, то  NC A A  и 

.A NC  Следовательно, ,NC N C G    где 
C A  и лемма верна.                                                         
 Теорема 2.5. Пусть ,G AB  где A и B – 
простые неабелевы группы,  -субнормальные в 
G. Тогда ,G P Q A B     где ,P A  ,Q B  P 

 -sn G, Q  -sn G, , .A BD  
Доказательство. Будем считать, что G – 

минимальный контрпример к теореме. По лемме 
1.1 G не является простой неабелевой группой. 
Пусть N – минимальная нормальная подгруппа в 
группе G. Предположим, что 1.A N   Так как 

,A N A   то, поскольку A – простая неабелева 

группа, имеем A N  и .G NB  Если 1,B N   
то ,B N  а значит ,G N  что невозможно. 

Следовательно, 1B N   и .G N B   Так как 

G N B  и ,A N  то N A  и .G A B   По 

лемме 1.8 , .A BD  Таким образом, по лемме 2.4 

теорема верна. Следовательно, 1.A N B N    

Пусть сначала .k
pN    Предположим, что 

.G N A   Так как A  -sn G, то по лемме 1.2 в 
N существует A-инвариантная цепь 

0 1 11 ,n nN N N N N      

где 1:i iN N   – простое число для всех 1, , .i n   

Отсюда следует, что имеется подгруппа 1 ,T N A   
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где 1 .pN    Если  
1 1 1,N AC N N  то по теореме 

Бернсайда 1 1 .N A N A   Если  
1 1 1,N AC N N  

то так как A – простая неабелева группа и 

 
1 1 1N AC N N A  получим, что 1 1 .N A N A   

Поскольку G NA  и N – абелева группа, то 

1 .N G  Так как N – минимальная нормальная 

подгруппа в G, то 1N N  и .G N A   Таким 

образом, .A G  Поскольку ,G AB  то 

.A B B   Если 1,A B   то .G A B   Дан-
ный случай был рассмотрен выше. Значит 

1.A B   Тогда A B B  и ,B A  что невоз-
можно. 

Поэтому .AN G BN   Рассмотрим фак-

тор-группу / ( / )( / ) .G G N AN N BN N AB    

Поскольку / /AN N A A N A   и /BN N   

/ ,B B N   то A  и B  – простые неабелевы 
группы, изоморфные A и B соответственно. По 

лемме 1.4 A   -sn G  и B   -sn .G  Так как G – 
минимальный контрпример к теореме, то 

.G A B   Тогда | | .G G  Следовательно, 1.N   

Последнее невозможно.  
Таким образом, N является неразрешимой 

группой. Ситуация AN G BN   рассматрива-
ется точно также как в случае, когда N – разре-
шимая группа. Поэтому будем считать, что 

.G N A   
Пусть сначала N является простой неабеле-

вой группой. Из теоремы 2.1 следует, что .N B  

Следовательно, .G A B  Значит 1A B   и 

по лемме 1.8 , .A BD  Таким образом, по лемме 
2.4 теорема верна. 

Поэтому будем считать, что 1 ,kN N N   

где iN  – изоморфные простые неабелевы груп-

пы и 2.k   По лемме 1.2 N имеет A-инвари-
антную подгруппу H простого индекса p в N. По 
лемме 1.3 можно считать, что  


1 1 ,k kH N N N    

где : .k kN N p  Покажем, что группа 1 1kN N   

является A-инвариантной. Так как для всякого 

a A  имеем  1 1 ,
a a

kN N H H    то если 
a
i kN N  для некоторого 1 1,i k    то ,N H  

что невозможно. Поэтому 1 1kN N   – A-ин-

вариантна, а, следовательно, нормальна в G. Это 
противоречит минимальности подгруппы N.       

Замечание. Отметим, что подгруппы A и B 
в формулировке теоремы 2.5 могут быть не нор-

мальными в группе G. Пусть 0 ,tG T T   где 

T D  и 01 .t T   Тогда t индуцирует нетриви-

альный внутренний автоморфзм на группе T. 

По-ложив A = T и 0{ | },tB tt t T   получим 

,G A B   где B не является нормальной под-
группой в группе G. 
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