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Рисунок 2 – Тоже, что на рисунке 1, но для относительного сечения Rμ 
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ЭВОЛЮЦИОННЫЕ СВОЙСТВА  
ВОЛНЫ ВОЗМУЩЕНИЯ ЛИНИИ РОСТА ДЕНДРИТА  

В ПЕРЕОХЛАЖДЕННОМ РАСПЛАВЕ 
 

В данной работе рассматриваются теплофизические аспекты про-
блемы высокоскоростной кристаллизации глубоко переохлажденного 
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расплава чистого металла. Современное состояние эксперименталь-
ных и теоретических исследований этого вопроса представлены в 
книге [1]. Здесь мы изучаем дендритный рост кристалла и процессы 
возмущения фазовой границы кристаллизации (ФГК), основываясь на 
уравнении роста, полученных в [2]. Уравнение, определяющее эво-
люцию малых возмущений линии роста ),( tyFx =  имеет вид: 

 

)/()/(/ 21
22 tfByfByf ∂∂+∂∂=∂∂ ,   (1) 

02 211 <= AAB ϕ , 0)1( 2
22 >+= ϕAB , 

 
Координата x  направлена вдоль оси симметрии в сторону твердой 
фазы; y  – поперечная декартова координата. Это уравнение есть ре-
зультат линеаризации [ ]),(),(),( 0 tyftyFtyF +=  на точном решении 
вида  

yAtAF 21
0 += , 0)1/( 2

21 <+−= ABA µ , const≡B ,        

 
где 2A  – произвольная положительная постоянная; угол 1θ  заострения 
линии роста определяется формулой ))/(tan(1 12 θ=А . Фазовая граница 
движется вдоль оси x  влево, ее скорость равна )sin( 11 θAN = ,  
рисунок 1. 
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Рисунок 1 – Угол 1θ  заострения линии роста 
 
Уравнение (1) имеет следующее точное решение: 
 

)sin()exp(),( 11 rtykkyftyf += ,    (2) 
0)4(2 2/12

1
2

11 <+−= kBBk , 0/)4( 2
2/12

1
2

11 <+−= BkBkr .    
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Данное решение – ограниченное при 0≥y , 0≥t ; выбором произ-
вольной константы 1f  его можно сделать сколь угодно малым. При 
каждом фиксированном y  граница гармонически колеблется по t . По 
отношению к координате y  имеем режим затухающих колебаний с 
частотой 0)( 1 >−k . Решение (2) описывает возмущение линии роста 
за волной )2/(1 π=+ rtyk . Скорость перемещения волны равна 

 
 0)4( 2

212
1

2
1 >+== BkBdy/dtV . 

 
Фон перед волной представляет собой апериодическое по коорди-

нате y  возмущение вида  
)(exp)( 10 kyfyf = , 0<k , 0≥y ,     (3) 

где k  – параметр пространственной неоднородности возмущения. 
Характерную ширину неоднородного слоя определим как  
 

0)/1()(/)( 00 >−= kdyydfyf . 
 

В решении (2) волновое число равно 1k , а круговая частота есть вели-
чина 0)( >−r . Нетрудно видеть, что 0)( 1

2
1 >−= Bkkk  при 1Bk < . Для 

определенности берем 01 >k . Чем сильнее выражена неоднородность 
фона (3), тем больше квадрат 2

1k  волнового числа:  
 

02)()( 1
2

1 >−=− kBkdkd . 
 

Простые расчеты показывают:  
 

0)2(2)()( 2
211

2 <−=− BBkBdVd  при 01 << Bk . 
 
Эта устойчивая волна существует при 02

1 >k , т.е. при 01 << Bk . 
Следовательно, критическое значение параметра неоднородности 
равно 211 2 AABk ϕ==∗ . Соответственно критический размер зоны не-
однородности фона есть )(1 ∗∗ −= ky :  

 
( ) ( ))(2/tgsin 11 Ny −=∗ ϕθθ . 
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Для устойчивого варианта получены аналитические оценки тепло-
вого потока на ФГК. На рисунке 2 показан на примере никеля типич-
ный пространственно-временной портрет (2) линии роста при про-
странственно апериодическом состоянии ФГК (3). Если размер зоны 
неоднородности больше критического, т.е. [ ] ∗>− yk)(1 , то 02

1 <k , и 
решение неустойчивое: оно неограниченно растет при ∞→t  для 
каждого фиксированного конечного 0>y . 

  
а 

1/ ff  

y  t  
 

 
б 1/ ff  

y  t  
 

 
Рисунок 2 – Никель: пространственно-временной портрет линии роста 

(а – 01.0−=k ; 7
2 10−=A ; б –  1−=k ; 5

2 102 −⋅=A  ) 
 
Вывод: условие [ ] ∗>− yk)(1  является предвестником возникнове-

ния боковой ветви дендрита. Критический размер ∗y  проявляет силь-
ную чувствительность к изменению параметров задачи.  

Данная работа выполнена в рамках НИР «Кинетика неравновес-
ных фазовых границ и неклассические тепловые структуры при высо-
коскоростной кристаллизации чистых веществ» ГПНИ «Энергетиче-
ские и ядерные процессы и технологии», подпрограмма 1.2 «Энерге-
тические процессы и технологии». Научный руководитель проекта 
профессор О. Н. Шабловский. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТАМАТЕРИАЛОВ  
В ПРОГРАММЕ ANSYS HFSS 

 
Метаматериалы – это композитные (состоящие из нескольких 

компонентов) материалы, электромагнитные и акустические свой-
ства которых не встречаются в природе и сложнодостижимы тех-
нологически. Структурные элементы метаматериала могут иметь 
различную форму (S, U, Ω и др.) и обладать следующими свойства-
ми: отрицательные значениями диэлектрической и магнитной прони-
цаемости, киральными свойствами, периодически изменять коэффи-
циент преломления, управлять параметрами среды в результате 
внешних воздействий (изменять размеры, форму и период решетки 
мета атома). Различные виды метаматериалов показаны на рисунке 1. 

 

 
 

Рисунок 1 − Виды мета материалов 
 

Для разработки метаматериала, с заданными свойствами, необхо-
димо провести предварительное моделирование. Одной из программ 
широко применяемой для этих целей является Ansys HFSS.  

Ansys HFSS − программное обеспечение для моделирования элек-
тромагнитных полей, используемое для анализа беспроводных 

РЕПОЗИТОРИЙ ГГ
У И

МЕНИ Ф
. С

КО
РИНЫ


	3. Elementary Particles with Internal Structure in External Fields. Vol I. General Theory / V. V. Kisel, E. M. Ovsiyuk, O. V. Veko, Y. A. Voynova, V. Balan, V. M. Red’kov. – New York: Nova Science Publishers Inc., 2018. – 404 p.
	Науч. рук. В. В. Андреев, д-р физ.-мат. наук, доцент
	И. О. Слепенчук
	(ГГУ имени Ф. Скорины, Гомель)



