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Подгруппа H группы G называется P-субнормальной в G, если либо H = G, либо H можно соединить с группой цепью 
подгрупп с простыми индексами. Для заданного множества простых чисел π исследуются свойства wπ-сверх-
разрешимых групп G, т.е. групп, у которых для каждого p ∈ π  силовская p-подгруппа является P-субнормальной в G. 
Доказано, что класс всех wπ-сверхразрешимых групп является нормально наследственной формацией, а класс всех раз-
решимых wπ-сверхразрешимых групп является наследственной π-насыщенной формацией. Получены свойства групп, 
представимых в произведение P-субнормальных подгрупп. 
 
Ключевые слова: конечная группа, P-субнормальная подгруппа, wπ-сверхразрешимыя группа, формация, π-насыщенная 
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A subgroup H of G is called P-subnormal in G if either H = G or there is a chain H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G such that 
|Hi+1 : Hi| is a prime number for every i = 0, 1, … , n-1. For the set of π primes the properties of wπ-supersoluble groups G, i.e. 
groups for which for every p ∈ π  Sylow p-subgroup is P-subnormal in G are investigated. It is proved that the class of all wπ-
supersoluble groups is a normally hereditary formation, and the class of all soluble wπ-supersoluble groups is a hereditary satu-
rated formation. The properties of the groups, which are the product of P-subnormal subgroups are obtained. 
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Свойства группы во многих случаях определя-
ются индексами цепей подгрупп, связывающих 
заданные подгруппы с группой. Например, для 
сверхразрешимости группы G (теорема 4.9.5 [1]) 
необходимо и достаточно, чтобы любая под-
группа из G была соединена с G цепью подгрупп 
с простыми индексами. В [2] было введено сле-
дующее 

Определение 1. Подгруппа H группы G на-
зывается P-субнормальной в G, если либо H = G, 
либо существует цепь подгрупп  

H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G 
такая, что |Hi+1 : Hi| – простое число для любого 
i = 0, 1, … , n-1. Обозначается  H  P-sn  G.  

Понятие P-субнормальной подгруппы рас-
ширяет понятие F-субнормальной подгруппы [3], 
[4] в случае, когда F = U – класс всех сверхраз-
решимых групп (см. [3, с. 93]). Группы, у кото-
рых единичная подгруппа является P-суб-
нормальной, изучались Л.С. Казариным в [5]. Им 
были описаны неабелевы композиционные фак-
торы таких групп (теорема 1.1 ниже).  

Строение группы существенно связано со 
свойствами ее силовских подгрупп, в частности, 
со  способом  вложения  этих  подгрупп в груп-
пу. Например,   хорошо   известен   следующий  

результат: группа нильпотентна тогда и только 
тогда, когда любая ее силовская подгруппа явля-
ется субнормальной. 

Пусть π – некоторое множество простых 
чисел. 

Определение 2. Группу G назовем wπ-сверх-
разрешимой, если для любого p ∈ π силовская    
p-подгруппа  группы G является P-субнормаль-
ной в G. 

Обозначим через wπU класс всех wπ-сверх-
разрешимых групп. 

Для случая, когда π = P – множество всех 
простых чисел, будем называть wP-сверх-
разрешимую группу w-сверхразрешимой и вме-
сто wPU использовать обозначения wU. 

Ясно, что всякая сверхразрешимая группа 
является разрешимой wπ-сверхразрешимой. Для 
π = P пример 1 из [2] показывает, что обратное 
утверждение неверно. 

Настоящая работа посвящена изучению 
свойств wπ-сверхразрешимых групп и их прило-
жению для исследования факторизуемых групп. 

 
1 Предварительные результаты 
Используются обозначения и терминология 

из [3]–[4], [6]. Напомним некоторые понятия, 
существенные в данной работе. 

Через π(G) обозначается множество всех 
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различных простых делителей порядка группы 
G; P – множество всех простых чисел; Oπ(G) – 
наибольшая нормальная π-подгруппа группы G; 
Gp – силовская p-подгруппа группы G; 1 – еди-
ничная группа; Sylp(G) – множество силовских p-
подгрупп группы G; U – класс всех сверхразре-
шимых групп; S – класс всех разрешимых групп; 
A(p-1) – класс всех абелевых групп экспоненты, 
делящей p-1. 

Группа G порядка 1 2
1 2

n
np p pαα α …  называется 

дисперсивной по Оре [3, с. 251], если 
 и G имеет нормальную подгруп-

пу порядка 
1 2 ... np p p> > >

1 2
1 2

i
ip p pαα α …  для любого i=1,2,…,n. 

Класс групп F называется формацией, если 
выполняются следующие условия: 1) каждая 
факторгруппа любой группы из F также принад-
лежит F; 2) из H/A ∈ F, H/B ∈ F всегда следует, 
что H/A ∩ B ∈ F. По определению пустой класс 
групп является формацией. 

Формация F называется: 
1) нормально наследственной, если F вместе 

с каждой группой содержит и все ее нормальные 
подгруппы; 

2) насыщенной, если из G/Φ(G) ∈ F всегда 
следует, что G ∈ F. 

Согласно [1] A-группой называется группа, 
у которой любая силовская подгруппа является 
абелевой. Класс всех A-групп образует наследст-
венную формацию. 

По теореме Гашюца-Любезедер-Шмида 
формация насыщена тогда и только тогда, когда 
она локальна (см., например, [6, гл. IV]).  

Теорема 1.1 (теорема 6 [5]). Пусть G – груп-
па и 1 P-sn  G. Тогда в G существует субнор-
мальный ряд 1 = Y0 ⊂ Y 1 ⊂ … ⊂ Yk-1 ⊂ Yk = G та-
кой, что любой его неабелев фактор Yj+1/Yj,    j = 
0, 1, … , k-1, изоморфен одной из следующих 
групп: PSL3(3), PSL3(5) или PSL2(q), q > 3. 

Теорема 1.2 (теорема A.6.4 [6]). Пусть G – 
группа и p – простое число. Тогда 

1) если P∈Sylp(G) и N G, то P∩N ∈ Sylp(N) 
и PN/N ∈ Sylp(G/N); 

2) если Ni  G, i = 1, 2 и P ∈ Sylp(G), то 
N1N2∩P = (N1∩P)(N2∩P) и N1P∩N2P = (N1∩N2)P. 

Пусть F – непустая формация. Через GF обо-
значается F-корадикал группы G, т.е. наимень-
шая нормальная подгруппа группы G, для кото-
рой G/GF ∈ F. 

Подгруппа H группы G называется F-суб-
нормальной в G [3, 4], если либо H = G, либо 
существует максимальная цепь подгрупп 

H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G 
такая, что Hi

F ⊆ Hi-1  для всех i = 1, … , n. 
Отметим следующие свойства F-субнор-

мальных подгрупп. 
Лемма 1.3 (лемма 6.1.7 [4]).  Пусть   F –  

наследственная формация и G – группа. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

1) если H – подгруппа из G и GF ⊆ H, то H    
F-субнормальна в G; 

2) если H – F-субнормальная подгруппа в G, 
K – подгруппа из G, то (H ∩ K) – F-субнор-
мальная подгруппа в K; 

3) если H1 и H2 – F-субнормальные под-
группы в G, то (H1 ∩ H2) – F-субнормальная под-
группа в G. 

Используя замечание 2 на с. 93 из [3], сфор-
мулируем следующий результат. 

Лемма 1.4 [3]. Пусть M – максимальная 
подгруппа группы G. Тогда справедливы следую-
щие утверждения: 

1) если GU ⊆ M, то |G : M| – простое число; 
2) если |G : M| = p – простое число и M не 

покрывает абелев главный фактор H/K группы G, 
то | H/K | = p и GU ⊆ M. 

Teoрема 1.5 [7]. Группа G сверхразрешима 
тогда и только тогда, когда G можно предста-
вить в виде произведения двух нильпотентных 
P-субнормальных подгрупп. 

В [2] получены свойства w-сверхразреши-
мых групп. Приведем некоторые из них, необхо-
димые в дальнейшем. 

Теорема 1.6 (теорема 2.3 [2]). Любая          
w-сверхразрешимая группа является дисперсив-
ной по Оре. 

Teoрема 1.7 (теорема 2.7 [2]). Класс wU яв-
ляется наследственной насыщенной формацией. 

Для группы G обозначим через Syl(G) мно-
жество всех ее силовских подгрупп. 

Теорема 1.8 (теорема 2.10 [2]). Формация 
wU является локальной и имеет локальный экран 
f такой, что f(p) = (G ∈ S | Syl(G) ⊆ A(p-1)) для 
любого простого p. 

Teoрема 1.9 (теорема 2.11 [2]). Группа 
сверхразрешима тогда и только тогда, когда 
она метанильпотентна и w-сверхразрешима. 

Согласно [2], обобщенным коммутантом 
группы G называется наименьшая нормальная 
подгруппа N группы G такая, что G/N является 
группой с абелевыми силовскими подгруппами. 

Teoрема 1.10 (теорема 3.2 [2]). Пусть 
G = AB – произведение нормальных w-сверх-
разрешимых подгрупп A и B. Если обобщенный 
коммутант группы G нильпотентен, то G       
w-сверхразрешима. 

 
2  Свойства wπ-сверхразрешимых групп 
Лемма 2.1. Пусть H – подгруппа группы G, 

N  G. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) если H  P-sn  G, то (H ∩ N) P-sn N и HN/N  
P-sn  G/N; 

2) если N ⊆ H и H/N P-sn  G/N, то H P-sn G; 
3) если HNi  P-sn  G, Ni  G, i  =  1, 2, то 
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(HN1 ∩ HN2)  P-sn  G; 
4) если H P-sn  K и K  P-sn  G, то H  P-sn  G; 
5) если H P-sn  G, то Hx  P-sn  G для любого 

x ∈ G. 
Доказательство. Установим справедли-

вость 1). Ввиду P-субнормальности H в G можно 
считать, что H∩N ≠ N и HN/N≠ G/N. В G найдет-
ся цепь подгрупп  

H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G  
такая, что |Hi+1 : Hi| – простое число для любого 
i = 0, 1, … , n-1. Рассмотрим цепь подгрупп 

H∩N = H0∩N ⊆ H1∩N ⊆ 
⊆ Hn-1∩N ⊆ Hn∩N = N.               (2.1) 

Так как H ∩ N ≠ N, то Hj+1 ∩ N ≠ Hj ∩ N для 
некоторого j∈{0, 1,…, n-1. Тогда |Hj+1∩N : 
: Hj∩N| = |(Hj+1∩N)Hj : Hj|. Так как |Hj+1 : Hj| – 
простое число и Hj ⊆ (Hj+1∩N)Hj ⊆ Hj+1, то 
(Hj+1∩N)Hj = Hj+1 и |Hj+1∩N : Hj∩N| = |Hj+1 : Hj|. 
Отбрасывая из цепи (2.1) повторения, получим 
цепь с простыми индексами. Значит, (H ∩ N)     
P-sn N. Рассмотрим цепь подгрупп 
HN/N = H0N/N ⊆ H1N/N ⊆…⊆ HnN/N = G/N. (2.2) 

Заметим, что Hj+1N/N ≠ HjN/N  для некото-
рого j ∈ {0, 1,…, n-1}. Так как  

1
1

1

| |
| =

| ( ) |

:
/ : / |

:
j j

j j
j j j

H H
H N N H N N

H N H H
+

+
+ ∩

, 

Hj ⊆ (Hj+1∩N)Hj ⊆ Hj+1  и |Hj+1 : Hj| – простое чис-
ло, то (Hj+1∩N)Hj = Hj и |Hj+1N/N : HjN/N| – про-
стое число. Отбрасывая из цепи (2.2) повторения, 
получим для HN/N в G/N цепь с простыми ин-
дексами. Таким образом, HN/N  P-sn  G/N. 

Утверждение 2) следует из того, что если 
существует цепь подгрупп  

H/N = H0/N ⊂ H1/N ⊂…⊂ Hm-1/N ⊂ Hm/N = G/N 
с простыми индексами |Hi+1/N : Hi/N|, i = 0, 1,… 
…, m-1, то H = H0 ⊂ H1 ⊂…⊂ Hm-1 ⊂ Hm = G яв-
ляется цепью подгрупп с |Hi+1:Hi| = |Hi+1/N:Hi/N|. 

Установим справедливость 3). Пусть HNi   
P-sn G, Ni  G, i = 1, 2. Если существует 
i ∈ {1, 2} такое, что HNi = G, то HN3-i ∩ HNi = 
= HN3-i P-sn  G. 

Пусть HN1 ≠ G ≠ HN2. Так как HN1 P-sn G, 
то существует цепь подгрупп  

HN1 = K0 ⊂ K1 ⊂ … ⊂ Kt-1 ⊂ Kt = G 
с простыми индексами |Ki+1 : Ki|, i = 0, 1, … , t-1. 
Если HN1 ∩ HN2 = HN2, то (HN1 ∩ HN2) P-sn  G. 

Допустим, что HN1 ∩ HN2 ≠ HN2. Тогда 
найдется такое i ∈ {0, 1,…, t-1}, что в цепи под-
групп    

HN1 ∩ HN2 = K0 ∩ HN2 ⊆ K1∩HN2 ⊆… 
…⊆ Kt-1 ∩ HN2 ⊆ Kt ∩ HN2 = HN2            (2.3) 

пересечение Ki+1 ∩ HN2 ≠ Ki ∩ HN2. Так как Ki ⊆ 
⊆ (Ki+1∩HN2)Ki⊆Ki+1 и (Ki+1∩HN2)Ki = (Ki+1∩N2)Ki 

– подгруппа в Ki+1, то (Ki+1∩HN2)Ki = Ki+1. По-
этому |Ki+1∩HN2 : Ki∩HN2| = |(Ki+1∩HN2)Ki : Ki| – 
простое число. Отбрасывая в цепи (2.3) повторе-
ния  и учитывая P-субнормальность HN2 в G, 

получим для HN1 ∩ HN2 в G цепь подгрупп с 
простыми индексами.  

Значит, (HN1 ∩ HN2) P-sn  G. 
Утверждение 4) и 5) прямо следуют из оп-

ределения P-субнормальной подгруппы. Лемма 
доказана. 

Лемма 2.2. Пусть силовская p-подгруппа 
группы G является P-субнормальной подгруппой 
в G и N  G. Тогда силовская p-подгруппа груп-
пы N и силовская p-подгруппа группы G/N явля-
ются P-субнормальными подгруппами в N и в 
G/N соответственно. 

Доказательство. Следует из 1) теоремы 1.2 
и 1) леммы 2.1. 

Теорема 2.3. Пусть G – группа. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения: 

1) если G wπ-сверхразрешима и N  G, то N 
и G/N  wπ-сверхразрешимы; 

2) если G/N1 и G/N2 wπ-сверхразрешимы для 
любых Ni  G, i = 1,2, то G/N1∩N2 также       
wπ-сверхразрешима; 

3) прямое произведение wπ-сверхразреши-
мых групп является wπ-сверхразрешимой груп-
пой; 

4) класс wπU является нормально наследст-
венной формацией. 

Доказательство. Справедливость 1) следу-
ет из леммы 2.2. 

Докажем 2). Пусть G – группа наименьшего 
порядка такая, что в G существуют нормальные 
подгруппы N1 и N2, для которых G/N1 и G/N2    
wπ-сверхразрешимы, а G/N1 ∩ N2 не является   
wπ-сверхразрешимой. 

Если K  = N1 ∩ N2 ≠ 1, то G/K/Ni/K ≅ G/Ni  
wπ-сверхразрешима для i = 1, 2. Из |G/K| < |G| 
получаем wπ-сверхразрешимость группы 
G/K/(N1/K ∩ N2/K) ≅ G/N1 ∩ N2. Это противоре-
чит выбору G. 

Пусть N1 ∩ N2 = 1. Возьмем силовскую p-
подгруппу P группы G. Так как PNi/Ni – силов-
ская p-подгруппа в G/Ni и G/Ni wπ-сверх-
разрешима, то PNi/Ni P-sn  G/Ni, i = 1, 2. Тогда 
PNi P-sn  G/Ni, i = 1, 2 по 2) леммы 2.1. Ввиду 2) 
теоремы 1.2 и 3) леммы 2.1 подгруппа PN1 ∩PN2 
= P(N1 ∩ N2) = P P-субнормальна в G. Следова-
тельно, G/N1 ∩ N2  wπ-сверхразрешима. Полу-
ченное противоречие завершает доказательство 
утверждения 2). 

Утверждение 3) следует из 2). 
Утверждение 4) следует из 1) и 2). Теорема 

доказана. 
Ввиду леммы 1.4 всякая U-субнормальная в 

группе G подгруппа является P-субнормальной в 
G. В общем случае обратное не выполняется. 
Например, в G = A5, где A5 – знакопеременная 
группа степени 5, подгруппа H ≅ A4 P-субнор-
мальна, но не U-субнормальна в G. 

Лемма 2.4 Пусть G – разрешимая группа. 
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Подгруппа H группы G является U-субнор-
мальной в G тогда и только тогда, когда H      
P-субнормальна в G. 

Доказательство. Утверждение следует из 
определения U-субнормальной подгруппы и 
леммы 1.4. 

Лемма 2.5. Пусть G – разрешимая группа. 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) если H  P-sn  G, K – подгруппа из G, то  
(H ∩ K) P-sn  K; 

2) если Hi  P-sn  G,  i = 1, 2, то  (H1∩H2)     
P-sn G; 

3) если G ∈ wπU  и K – подгруппа из G, то 
K ∈ wπU. 

Доказательство. Утверждения 1) и 2) сле-
дуют из лемм 2.4 и 1.3. 

Утверждение 3). Пусть K – подгруппа      
wπ-сверхразрешимой группы G. По теореме Си-
лова силовская p-подгруппа Kp из K содержится 
в некоторой силовской p-подгруппе P группы G. 
Так как G разрешима, то из P  P-sn G по утвер-
ждению 1) леммы следует P-субнормальность 
K ∩ P = Kp в K и K ∈ wπU. Лемма доказана. 

Согласно [8], формация F называется π-на-
сыщенной, если из условия G/Φ(G)∩Oπ(G) ∈ F  
всегда следует, что G ∈ F. 

Теорема 2.6. Класс wπU ∩ S является на-
следственной π-насыщенной формацией. 

Доказательство. Обозначим F = wπU ∩ S. 
Так как S – наследственная формация, то ввиду 
3) леммы 2.5 и 4) теоремы 2.3 класс F является 
наследственной формацией. 

Докажем π-насыщенность F индукцией по 
|G|. Пусть G/Φ(G)∩Oπ(G) ∈ F. Так как 
G/Φ(G)∩Oπ(G) разрешима, то G разрешима. 
Пусть N – минимальная нормальная подгруппа 
группы G. Так как Φ(G)N/N ⊆ Φ(G/N), подгруппа 
Oπ(G)N/N ⊆ Oπ(G/N) и G/Φ(G)N ∩ Oπ(G)N ∈ F, то 
G/N/Φ(G/N) ∩ Oπ(G/N) ∈ F. Ввиду |G/N| < |G| по-
лучаем, что G/N ∈ F. 

Класс F является формацией, поэтому N – 
единственная минимальная нормальная под-
группа группы G. Значит, N ⊆ Φ(G)∩Oπ(G). От-
сюда следует, что N – p-группа для некоторого 
простого числа p ∈ π и Op´(G) = 1. Пусть Q – си-
ловская q-подгруппа группы G для q ∈ π. Так как 
Φ(G) не содержит силовских подгрупп, то 
q ∈ π ∩ π(G/N). Тогда QN/N  P-sn G/N. 

1. Если |π ∩ π(G)| = 1, то q = p. Тогда из 
QN/N = Q/N и 2) леммы 2.1 следует, что Q P-sn G 
и G ∈ F. 

2. Пусть |π ∩ π(G)| ≥ 2 и q ≠ p. Обозначим 
через H некоторую {p, q}-холлову подгруппу 
группы G, содержащую Q. Ясно, что N ⊆ H. Так 
как G/N wπ-сверхразрешима, то ввиду 3) лем-
мы 2.5 H/N  wπ-сверхразрешима. Отсюда и из 
{p, q} ⊆ π   следует,   что   любая  силовская  

подгруппа из H/N является P-субнормальной в 
H/N. Ввиду теоремы 1.5 заключаем, что H/N 
сверхразрешима. По следствию 16.2.3 из [3] по-
лучаем сверхразрешимость H. Поэтому QN явля-
ется сверхразрешимой группой. Значит, Q  P-sn 
QN. Из P-субнормальности QN/N в G/N и утвер-
ждений 2) и 4) леммы 2.1 получаем P-суб-
нормальность подгруппы Q в группе G. Так как 
для q = p подгруппа Q P-sn G, то любая силов-
ская q-подгруппа из G для q ∈ π ∩ π(G) является 
P-субнормальной в G. Теорема доказана. 

 
3 Свойства неабелевых композиционных 

факторов wπ-сверхразрешимых групп  
В данном разделе представлены результаты, 

использующие классификацию простых неабе-
левых групп.   

Определение 3.1. Будем говорить, что      
P-субнормальная в группе G подгруппа H имеет 
цепь подгрупп типа {p0, p1,…, pn-1}, pi  – простое 
число для i = 0, 1,…, n-1, если существует цепь 
подгрупп H = H0 ⊂ H1 ⊂ … ⊂ Hn-1 ⊂ Hn = G та-
кая, что |Hi+1 : Hi| = pi для i = 0, 1,…, n-1. 

Если H = 1 P-sn G и 1≠G, то будем говорить, 
что 1 имеет ряд подгрупп типа {p0, p1,…, pn-1}. 

Использование теоремы 1.1 и классифика-
ции простых неабелевых групп [9, 10] позволяет 
получить следующие результаты. 

Теорема 3.2. Пусть G – простая неабелева 
группа и 1 P-sn G. Тогда справедливы следующие 
утверждения: 

1) G ≅ PSL3(3) и 1 имеет ряд подгрупп типа 
{3, 3, 2, 2, 2, 3, 2, 13} или {3, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 13}; 

2) G ≅ PSL3(5) и 1 имеет ряд подгрупп типа 
{5, 5, 2, 2, 2, 2, 3, 5, 2, 31}; 

3) G ≅ PSL2(7) и 1 имеет ряд подгрупп типа 
{2, 2, 3, 2, 7} или {2, 2, 2, 3, 7}; 

4) G ≅ PSL2(11) и 1 имеет ряд подгрупп ти-
па {2, 2, 3, 5, 11}; 

5) G ≅ PSL2(2n), где 2n + 1 = p  – простое 
число Ферма, 1 имеет ряд подгрупп типа {2, 
2,…, 2, p1, p2,…, pl, p}, причем {p1, p2,…, pl} – 
тип любой цепи, соответствующей циклической 
группе 

2 1nZ
−

. 
Доказательство. Из теоремы 1.1 следует, 

что необходимо рассмотреть следующие случаи. 
1. G ≅ PSL3(3). Группа  PSL3(3) содержит 

подгруппу 32 : 2S4 индекса 13 [9] и, следователь-
но, 1 в группе G имеет ряды типа {3, 3, 2, 2, 2, 3, 
2, 13} и {3, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 13}. Таким образом, 
выполнено утверждение 1) теоремы. 

2. G ≅ PSL3(5). Данная группа содержит 
подгруппу 52 : GL2(5) индекса 31 [9]. В ней 1 
имеет ряд подгрупп типа {5, 5, 2, 2, 2, 2, 3, 5, 2, 
31} и выполняется утверждение 2) теоремы. 

3. G ≅ PSL2(q), где q = sm, s – простое число. 
По теореме Диксона (теорема 2.8.27 [1]) макси-
мальными подгруппами M простого индекса в 
группе  G  могут быть подгруппы A4, S4, A5 и 
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О конечных группах, близких к сверхразрешимым группам 
 

подгруппа Бореля порядка ε-1q(q-1), где ε=(2,q-1). 
(а) M ≅ A4. В этом случае | PSL2(q)| = 22⋅3⋅s, 

где s – простое число. Группы, порядок которых 
делится в точности на три простых числа, это: 
PSL2(4), PSL2(9), PSL2(7), PSL2(8), PSL2(17), 
PSL3(3), PSU3(3), PSU4(2) [10, с. 20]. Очевидно, 
что в этом случае G ≅ PSL2(4) и выполняется ут-
верждение 5) теоремы. 

(b) M ≅ S4. Рассуждениями как в (а) легко 
устанавливается, что G ≅ PSL2(7) и 1 имеет ряд 
подгрупп типа {2, 2, 3, 2, 7} или {2, 2, 2, 3, 7} и, 
следовательно, выполняется утверждение 3) тео-
ремы. 

(c) M ≅ A5. В этом случае |G| ∈ {22⋅32⋅5, 
22⋅3⋅52, 22⋅3⋅5⋅s, где s – простое число}. Если вы-
полняется первый или второй случай, то |G| де-
лится в точности на три простых числа. В списке 
простых неабелевых групп, порядок которых 
делится на три простых числа, нет групп поряд-
ков 22⋅32⋅5 и 22⋅3⋅52 (см. (а)). Следовательно, 
|PSL2(q)| = 22⋅3⋅5⋅s и G ≅ PSL2(s). Поэтому   
|G| = 2-1s(s2-1) = s(s2-1)/2. Отсюда следует, что  
(s2-1)/2 = 60 и s = 11. Итак, G ≅ PSL2(11), 1 имеет 
ряд подгрупп типа {2, 2, 3, 5, 11} и выполняется 
утверждение 4) теоремы. 

(d) M – подгруппа Бореля в PSL2(q). Тогда 
|G:M| = q+1 – простое число. Следовательно, 
q = 2n и G ≅ PSL2(2n), где 2n + 1 = p – простое 
число Ферма. При этом в G подгруппа 1 имеет 
ряд подгрупп типа {2, 2,…, 2, p1, p2,…, pl, p}, где 
p1, p2,…, pl, как в утверждении 5) теоремы. Таким 
образом, выполняется утверждение 5) теоремы, 
что завершает доказательство. 

Из теоремы 3.2 вытекает следующий ре-
зультат. 

Теорема 3.3. Пусть G – простая неабелева 
группа. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

1) если Gp P-sn G, то p = 2; 
2) если 1 P-sn G и 1 имеет ряд подгрупп ти-

па {p0, p1,…, pn-1}, где p0 – нечетное простое 
число, то p0 ∈ {3, 5}; 

3) если 1 P-sn G и 1 имеет ряд подгрупп, 
тип которого начинается с числа 2, то 1 не 
имеет рядов подгрупп, типы которых начина-
ются с нечетных простых чисел; 

4) если 1 P-sn G, то 1 не имеет в G рядов 
подгрупп, типы которых начинаются с различ-
ных нечетных простых чисел; 

5) если G – 3´-группа (G ≅ Sz(22m+1)), то 1 не 
является P-субнормальной в G. 

Предложение 3.4. Если G – 3´-группа и         
1 P-sn G, то G разрешима. 

Доказательство. Следует из 5) теоремы 3.3 
и 1) леммы 2.1. 

Теорема 3.5. Группа G, имеющая P-суб-
нормальную в G силовскую 3-подгруппу, является 
разрешимой. 

Доказательство. Пусть G – минимальный 

контрпример к теореме. Согласно 1) теоремы 3.3, 
группа G не является простой неабелевой груп-
пой. Обозначим через N минимальную нормаль-
ную подгруппу группы G. Если N ≅ Zr×Zr×…×Zr, 
то в G наибольшая нормальная разрешимая под-
группа S(G) ≠ 1. Рассмотрим факторгруппу 
G  = G/S(G). Если G  – 3´-группа, то G  по 1) 
леммы 2.1 и предложению 3.4 является разреши-
мой группой. Отсюда следует, что группа G бу-
дет разрешимой. Таким образом, 3 делит | G | и 
по лемме 2.2 группа G  имеет P-субнормальную 
в G  силовскую 3-подгруппу. Так как | G | < |G|, 
то, в силу минимальности контрпримера, G  – 
разрешимая группа. Отсюда следует разреши-
мость G. 

Таким образом, S(G) = 1 и N = N1×N2×…×Nk, 
где Ni – изоморфные простые неабелевы группы. 
По 1) леммы 2.1 подгруппа 1 P-sn N. Поэтому из 
предложения 3.4 следует, что 3 делит |N|. Со-
гласно лемме 2.2, в N силовская 3-подгруппа 
группы N является P-субнормальной в N. Так как 
|N| < |G|, то из минимальности контрпримера 
следует, что N – разрешимая группа. Последнее 
невозможно. Теорема доказана. 

 
4 Свойства произведений P-субнормаль-

ных подгрупп 
Рассмотренные выше понятия P-суб-

нормальной подгруппы и wπ-сверхразрешимой 
группы могут быть использованы при изучении 
факторизаций групп.  

Теорема 4.1. Пусть группа G = AB, где A и 
B – P-субнормальные в G разрешимые подгруп-
пы. Тогда G разрешима. 

Теорема 4.2. Пусть группа G = AB, где A и 
B – P-субнормальные в G дисперсивные по Оре 
подгруппы. Тогда G дисперсивна по Оре. 

Согласно [12] и [13], группа G = AB называ-
ется произведением взаимно перестановочных 
(взаимно sn-перестановочных) подгрупп A и B, 
если A перестановочна с любой (соответственно, 
субнормальной) подгруппой из B, а B перестано-
вочна с любой (соответственно, субнормальной) 
подгруппой из A. 

Лемма 4.3. Пусть группа G = AB, где A и B 
– разрешимые подгруппы. Если A и B взаимно sn-
перестановочны, то A и B P-субнормальны в G. 

Доказательство. Если G = A или G = B, то 
лемма верна. Предположим, что A ≠ G ≠ B. В A 
найдется субнормальный ряд подгрупп  

1 = A0 ⊂ A1 ⊂…⊂ An-1 ⊂ An = A 

с простыми индексами |Aj+1 : Aj|, j = 0, 1,…, n-1. 
Тогда из B ≠ G следует, что Aj+1B ≠ AjB  для неко-
торого j. Так как  

1
1

1

| : |
| : |=
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j j

j j
j j j

A A
A B A B

A B A A
+

+
+ ∩

  

Проблемы физики, математики и техники, № 2 (3), 2010 25



А.Ф. Васильев, Т.И. Васильева, В.Н. Тютянов  
 

                   Проблемы физики, математики и техники, № 2 (3), 2010 26 

и Aj ⊆ (Aj+1 ∩ B)Aj ⊆ Aj+1, то (Aj+1∩B)Aj = Aj. Из 
B =A0BB ⊆ A1B ⊆…⊆ An-1B ⊆ AnB = G, отбросив 
повторения, получаем цепь подгрупп с простыми 
индексами. Следовательно, B P-субнормальна в 
G. Аналогично показывается, что A P-субнор-
мальна в G. Лемма доказана. 

Хорошо известен следующий результат [11, 
гл. 4, теорема 3.4]: если группа G является про-
изведением двух нормальных сверхразрешимых 
подгрупп взаимно простых индексов, то G 
сверхразрешима. 

Teoрема 4.4. Если группа G = AB – произве-
дение P-субнормальных w-сверхразрешимых под-
групп A и B и (|G : A|,|G : B|) = 1, то G w-сверх-
разрешима. 

Доказательство. Пусть Gp – силовская       
p-подгруппа группы G. Если p ∈ π(|G : A|), то 
p ∉ π(|G : B|) и силовская p-подгруппа группы B 
является силовской p-подгруппой группы G. Ес-
ли p не делит |G : A|, то силовская p-подгруппа 
группы A является силовской p-подгруппой 
группы G. Пусть Gp

x ⊆ A для некоторого x ∈ G. 
Ввиду w-сверхразрешимости A получаем P-суб-
нормальность Gp

x в A. Из утверждений 4) и 5) 
леммы 2.1 и A P-sn G получаем, что Gp P-sn G. 
При Gp

x ⊆ B  аналогичные рассуждения приводят 
к Gp P-sn G. Итак, G – w-сверхразрешимая груп-
па. Теорема доказана. 

Следствие 4.4.1. Если группа G = AB – про-
изведение P-субнормальных сверхразрешимых 
подгрупп A и B и (|G : A|,|G : B|) = 1, то G          
w-сверхразрешима. 

Отсюда с учетом теоремы 1.9 получается 
Следствие 4.4.2 (теорема 3.4, гл. 4 [11]). 

Если группа G = AB – произведение нормальных 
сверхразрешимых подгрупп A и B и (|G : A|, 
|G : B|) = 1, то G – сверхразрешимая группа.  

Следствие 4.4.3. Пусть группа G = AB –  
произведение взаимно sn-перестановочных        
w-сверхразрешимых подгрупп A и B и 
(|G : A|,|G : B|) = 1. Тогда G w-сверхразрешима. 

Следствие 4.4.4. Пусть группа G = AB – 
произведение взаимно sn-перестановочных 
сверхразрешимых подгрупп A и B и 
(|G : A|,|G : B|) = 1. Тогда G w-сверхразрешима. 

Следствие 4.1.5. Пусть группа G = AB – 
произведение взаимно перестановочных w-сверх-
разрешимых подгрупп A и B и (|G : A|,|G : B|) = 1. 
Тогда G w-сверхразрешима. 

Следствие 4.4.6. Пусть группа G = AB – 
произведение взаимно перестановочных сверх-
разрешимых подгрупп A и B и (|G : A|,|G : B|) = 1. 
Тогда G w-сверхразрешима. 

Бэр в [14] доказал, что если группа G есть 
произведение двух нормальных сверхразреши-
мых подгрупп и ее коммутант нильпотентен, то 
G сверхразрешима.  

Приведем без доказательства следующие 
результаты,   при  получении  которых  были 

использованы свойства w-сверхразрешимых 
групп (теоремы 1.6–1.10). 

Teoрема 4.5. Пусть группа G = AB – произ-
ведение P-субнормальных в G w-сверхразреши-
мых подгрупп A и B. Если обобщенный комму-
тант группы G нильпотентен, то G w-сверх-
разрешима. 

Из U ⊆ wU и того, что обобщенный комму-
тант группы содержится в ее коммутанте, полу-
чаются следующие результаты. 

Следствие 4.5.1. Пусть группа G = AB – 
произведение P-субнормальных в G сверхразре-
шимых подгрупп A и B. Если обобщенный комму-
тант группы G нильпотентен, то G w-сверх-
разрешима. 

Следствие 4.5.2. Пусть группа G = AB – 
произведение P-субнормальных в G сверхразре-
шимых подгрупп A и B. Если коммутант группы 
G нильпотентен, то G сверхразрешима. 

С учетом теоремы 1.9 получается отмечен-
ный выше результат Бэра [14], а также вытекает 

Следствие 4.5.3 (Васильев А. Ф., Васильева 
Т. И. [15]). Пусть группа G = AB – произведение 
нормальных сверхразрешимых подгрупп A и B. 
Если обобщенный коммутант группы G нильпо-
тентен, то G сверхразрешима. 

Ввиду леммы 4.3 из теоремы 4.5 получают-
ся известные результаты. 

Следствие 4.5.4 (Алежандре, Баллестер-
Болинше, Косси, Педраза-Агуилера [13]). Пусть 
группа G = AB – произведение взаимно  sn-
перестановочных сверхразрешимых подгрупп A и 
B. Если коммутант группы G нильпотентен, то 
G сверхразрешима. 

Следствие 4.5.5 (Асcад, Шаалан [12]). 
Пусть группа G = AB – произведение взаимно 
перестановочных сверхразрешимых подгрупп A и 
B. Если коммутант группы G нильпотентен, то 
G сверхразрешима. 

 
5 Открытые вопросы и задачи 
1. Описать группы G, у которых вторые 

максимальные подгруппы P-субнормальны в G. 
2. Описать группы G, у которых минималь-

ные подгруппы (примарные циклические под-
группы) P-субнормальны в G. 

3. Описать группы G, у которых подгруппы 
Шмидта P-субнормальны в G. 

4. Описать группы G, у которых любая под-
группа либо P-субнормальна, либо абнормальна 
в G. 

5. Описать наследственные насыщенные 
формации X, для которых в каждой X-группе 
множество всех P-субнормальных подгрупп об-
разует подрешетку решетки всех подгрупп. 

6. Найти все разрешимые наследственные 
формации F, для которых выполняется утвер-
ждение: если G = AB – произведение P-субнор-
мальных F-подгрупп, то G ∈ F.  
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