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Пусть ℘ – некоторое подгрупповое свойство и n – натуральное число. Формация F называется ℘n-распознаваемой, если F 
содержит всякую группу G, имеющую n ℘-подгрупп, принадлежащих F. В статье предлагается оригинальный подход, 
основанный на концепции T-модели, для установления ℘n-распознаваемости локальных формаций конечных групп. 
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Let ℘ be some subgroup property and n is a natural number. A formation F is called ℘n-recognizable if F contains each group G 
having n ℘-subgroups belonging F. In the paper an original method, based on the concept of T-models for study ℘n-recognizable 
formations is proposed. 
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1 Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

В теории групп довольно распространенным яв-
ляется доказательство утверждений следующего 
типа: если какая-то выделенная часть подгрупп 
данной группы принадлежит классу X, то и сама 
группа принадлежит X. К настоящему времени 
получено значительное число теорем отмеченно-
го выше типа (для конкретных классов X и раз-
личных подгрупповых свойств), которые рассея-
ны по многочисленным работам. Рядом авторов 
были предложены утверждения, для которых 
система подгрупп, устанавливающая принад-
лежность группы данному классу X, зависит от 
натурального n. Например, Х. Виландт [1] пока-
зал, что группа G разрешима, если она имеет три 
разрешимые подгруппы, чьи индексы в группе G 
попарно взаимно просты. Аналогичный резуль-
тат для класса нильпотентных групп доказал 
О. Кегель [2]. К. Дерк [3] установил сверхразре-
шимость группы, у которой имеются четыре 
сверхразрешимые подгруппы с попарно взаимно 
простыми индексами. О. Крамер [4]–[6] в классе 
конечных разрешимых групп исследовал ло-
кальные формации F, содержащие всякую груп-
пу, у которой имеется n F-подгрупп с попарно 
взаимно простыми индексами. При этом он уста-
новил рекурсивную зависимость между выпол-
нимостью данного свойства для самой формации 
и значений ее локального экрана. Ряд результа-
тов из отмеченных выше работ вошел в моно-
графии [7]–[8]. 

Отметим еще один пример построения ут-
верждений отмеченного выше типа. В.А. Бело-
ногов в [9] доказал, что конечная группа нильпо-
тентна, если она имеет три попарно несопряжен-
ные нильпотентные максимальные подгруппы. В 
[10] В.Н. Семенчук в классе разрешимых групп 
получил аналогичный результат для формации 
всех p-замкнутых групп. В [11]–[12] изучались в 
классе разрешимых групп Ωn-замкнутые насы-
щенные формации, т.е. формации F, содержащие 
всякую группу G, имеющую n попарно несопря-
женных максимальных подгрупп, принадлежа-
щих F. Здесь также была установлена рекурсив-
ная зависимость для данного свойства между 
формацией и значениями ее локального экрана. 
В частности, было доказано, что разрешимая 
группа имеет нильпотентную длину, не превос-
ходящую n, если она имеет n+2 попарно несопря-
женные максимальные подгруппы с нильпотент-
ной длиной, не превосходящей n. Ряд результа-
тов и следствий из них, установленных в работе 
[11], были позднее снова получены Б. Хёф-
лингом в [13] и составили основу его работы.  

Наблюдающийся параллелизм в построении 
утверждений и в методах их доказательства в 
отмеченных выше работах приводит к задаче 
построения общей схемы получения теорем ука-
занного выше вида и выработки единого способа 
их доказательства. Решению этой задачи и по-
священа настоящая статья. Ряд результатов этого 
исследования был анонсирован без доказа-
тельств в работе [14].  
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В дальнейшем рассматриваются только ко-
нечные группы. В обозначениях, определениях и 
используемых результатах мы следуем моногра-
фиям [7], [15]. Напомним некоторые из них. Ис-
пользуются обозначения для конкретных классов 
групп: A – класс всех абелевых групп; N – класс 
всех нильпотентных групп; S – класс всех раз-
решимых групп; G – класс всех групп; Nn – класс 
всех разрешимых групп, нильпотентная длина 
которых не превосходит натуральное число n; 
Lp(n) – класс всех p-разрешимых групп, нильпо-
тентная p-длина которых не превосходит нату-
ральное число n. Через π обозначается некоторое 
множество простых чисел, π′ – дополнение к π в 
множестве P всех простых чисел. Если X – класс 
групп, то Xπ – класс всех π-групп из X.  

Всякая функция f : P → {формации} назы-
вается локальным экраном. Формация F называ-
ется локальной [7], [15], если существует ло-
кальный экран f такой, что F = (G | G/Fp(G) ∈ 
f(p)) для любого p ∈ π(G). Обозначается F = 
LF(f). По теореме Гашюца-Любезедер-Шмида 
формация насыщена тогда и только тогда, когда 
она локальна (см., например, [15, гл. IV, теоре-
ма 4.6]). 

 
2 T-модели и рекурсивная распознавае-

мость формаций конечных групп 
Пусть X – некоторый класс групп. Отобра-

жение θ, которое ставит в соответствие каждой 
группе G ∈ X некоторую непустую систему θ(G) 
ее подгрупп, называется подгрупповым X-
функтором, если θ(G)α = θ(Gα) для любого изо-
морфизма α группы G. 

Пусть отображение Δ ставит в соответствие 
каждой группе G из данного класса X некоторое 
бинарное отношение на множестве S(G) всех 
подгрупп группы G. Через ΔG обозначается зна-
чение отображения Δ на группе G ∈ X. В даль-
нейшем данное отображение Δ будем называть 
просто отношением Δ на классе групп X. 

Тройка ℘ = (θ, Δ, X) называется [14] T-мо-
делью (теорем моделью) на классе групп X. Вся-
кое множество {H1,…,Hn} попарно несопряжен-
ных подгрупп группы G ∈ X называется ℘-тес-
том группы G в модели ℘ = (θ, Δ, X), если 
Hi ∈ θ(G) для любого i = 1,…,n и (Hi,Hj) ∈ ΔG  для 
любых i ≠ j ∈ {1,…, n}. Число n – длина теста. 

Пусть ℘ = (θ, Δ, X) – некоторая T-модель. В 
дальнейшем будем предполагать, что отношение 
ΔG симметрично для любой группы G ∈ X, т. е., 
если (A, B) ∈ ΔG, то (B, A) ∈ ΔG. 

Определение 2.1. Пусть℘ = (θ, Δ, X) – T-
модель и n – натуральное число. Класс F будем 
называть ℘n-распознаваемым, если F содержит 
всякую X-группу, у которой имеется ℘-тест 
{H1,…,Hn} такой, что Hi ∈ F, i = 1,…,n. По оп-
ределению, пустой класс является ℘n-

распознаваемым для любой T-модели 
℘ = (θ, Δ, X). 

Используя это определение, сформулируем 
задачу рекурсивной распознаваемости для ло-
кальных формаций. Пусть F = LF(f) – локальная 
формация, заданная локальным экраном f, и 
℘ = (θ, Δ, X) – T-модель. Найти рекурсивную 
зависимость между ℘n-распознаваемостью F и 
℘m-распознаваемостью значений ее экрана f.  

 
3 Основные результаты 
Пусть℘ = (θ, Δ, X) – T-модель и n – нату-

ральное число. Следующие две леммы элемен-
тарны. 

Лемма 3.1. Пусть F и Y – ℘n-распознава-
емые классы групп. Тогда класс групп F ∩ Y так-
же ℘n-распознаваем. 

Лемма 3.2. Если класс групп F является ℘n-
распознаваемым для некоторого натурального 
числа n, то F также является ℘k-распознава-
емым для всех k ≥ n. 

Пусть X – некоторый гомоморф. Отношение 
Δ на X будем называть проективным на X, если 
для любой X-группы G и ее эпиморфизма ϕ из (A, 
B) ∈ ΔG следует, что (Aϕ, Bϕ) ∈ ΔG

ϕ. 
Определение 3.3. Пусть X – класс групп. 

Бинарное отношение Δ на X называется F-
связанным, если для любой монолитической X-
группы G и любой пары (A, B) ∈ ΔG всегда вы-
полняется хотя бы одно из следующих утвер-
ждений: 

1) либо F(G) ⊆ A, либо F(G) ⊆ B; 
2) либо G = AF(G), причем, если Ф(G) = 1, 

то F(G) ⊆ B, либо G = BF(G), причем, если 
Ф(G) = 1, то F(G) ⊆ A. 

Подгрупповой X-функтор θ называется 
нижнерегулярным, если из H∈ θ(G) и N G все-
гда следует, что HN/N ∈ θ(G/N). 

Предложение 3.4. Пусть F – формация, 
℘ = (θ, Δ, X) – T-модель, где X – разрешимый 
насыщенный гомоморф, θ – нижнерегулярный X-
функтор, Δ – F-связанное проективное отноше-
ние на классе X и n – натуральное число, причём 
n ≥ 2. Если формациия F является ℘n-распозна-
ваемой в X, то формация GπF является ℘n+1-рас-
познаваемой в X. 

Доказательство. Пусть X-группа G имеет 
℘-тест {U1,U2,…,Un+1} такой, что Ui ∈ GπF для 
всех i ∈ {1,2,…,n + 1}.  

Нетрудно видеть, что при любом гомомор-
физме группы G все условия переносятся на об-
разы подгрупп Ui, i = 1, 2,…,n + 1. Поэтому по 
индукции можно считать, что GπF-корадикал N 
группы G является единственной минимальной 
нормальной подгруппой в G. Так как G ∈ X, то 
можно считать, что N – абелева p-группа, где p – 
некоторое простое число. Если p ∈ π, то из 
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G/N ∈ GπF следует, что G ∈ GπF. Поэтому будем 
считать, что p ∈ π'. Из разрешимости группы G и 
единственности минимальной нормальной под-
группы N следует, что подгруппа Фиттинга 
F = F(G) является p-группой.  

Рассмотрим произвольную пару подгрупп 
Ui и Uj, где i ≠ j ∈ {1, 2,…,n + 1}. Покажем, что 
Ui ∈ F, или Uj ∈ F. Так как по условию отноше-
ние Δ на классе X является F-связанным, то воз-
можны следующие случаи. 

1. Пусть F ⊆ Ui. Так как  
Oπ(Ui) ⊆ CG(F) ⊆ F, то Oπ(Ui) = 1. 

Отсюда и из Ui ∈ GπF следует, что Ui ∈ F. 
2. Если F ⊆ Uj, то, рассуждая, как и выше, 

получаем, что Uj ∈ F. 
3. Предположим, что G = UiF. Рассмотрим 

два случая. 
3a. Пусть N ⊆ Φ(G). Тогда F(G/N) = F(G)/N 

и из включения CG/N(F(G)/N) ⊆ F(G)/N следует, 
что Oπ(G/N) = 1. Используя этот факт и то, что 
G/N ∈ GπF, получаем, что G/N ∈ F.  

Так как G/N = Ui N/N F(G)/N, то из G/N ∈ F 
и UiF/N = G/N следует, что Ui F/N ∈ F. С другой 
стороны, из Ui ∈ GπF следует, что Ui /Oπ(Ui ) ∈ F. 
Отсюда и из Ui F/F  U≅ i / Ui ∩ F ∈ F следует, 
что Ui /Ui ∩ F ∩ Oπ(Ui) U≅ i ∈ F. 

3b. Пусть Φ(G) = 1. Тогда N = CG(N) = F. В 
силу 2) определения 3.3 группа G = [N]Ui и 
N ⊆ Uj. Так как N – π'-группа и N = CG(N), то 
Oπ(Uj) = 1. Отсюда и из Uj ∈ SπF следует, что 
Uj ∈ F. 

4. Если предположить, что G = UjF, то, рас-
суждая, как и в случае 3), получаем, что Ui ∈ F 
или Uj ∈ F.  

Итак, доказано, что для любой пары под-
групп Ui и Uj, где i ≠ j ∈ {1, 2, …, n + 1} либо 
Ui ∈ F , либо Uj ∈ F. Отсюда, не теряя общности 
рассуждений, можно заключить, что Ui ∈ F для 
i = 1,2,…,n. Теперь из ℘n-распознаваемости F 
получаем, что G ∈ F ⊆ GπF. Предложение дока-
зано. 

Лемма 3.5. Пусть ℘ = (θ, Δ, X) – T-модель, 
где X – разрешимый насыщенный гомоморф, θ – 
нижнерегулярный X-функтор, Δ – F-связанное 
проективное отношение на классе X и π – неко-
торое множество простых чисел. Тогда классы 
Gπ и Sπ являются ℘2-распознаваемыми. 

Доказательство. Пусть класс F = Gπ не яв-
ляется ℘2-распознаваемым. Пусть X-группа G – 
контрпример минимального порядка. Тогда в G 
имеется ℘-тест {U1, U2} такой, что Ui ∈ Gπ для 
всех i ∈ {1, 2}, но сама группа G не является π-
группой.  

Так как G∈ X ⊆ S, то G разрешима. Пусть N 
– минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Для группы G/N все условия леммы выполняют-
ся. Поэтому G/N ∈ F. Так как F – формация, то 

N = GF – единственная минимальная нормальная 
подгруппа в G и N – p-группа для некоторого 
простого числа p. Если p ∈ π, то G ∈ F. Противо-
речие. Следовательно, N – q-группа, где q – про-
стое число и q ∈ π′. Заметим, что G – монолити-
ческая группа. Так как отношение Δ является F-
связанным, то выполняется хотя бы одно из сле-
дующих утверждений: 

1) либо F(G) ⊆ U1, либо F(G) ⊆ U2; 
2) либо G = U1F(G), причем, если Ф(G) = 1, 

то F(G) ⊆ U2, либо G = U2F(G), причем, если 
Ф(G) = 1, то F(G) ⊆ U1. 

Заметим, что в первом и втором случаях по-
лучаем, что G ∈ Gπ. Получили противоречие. 
Лемма доказана. 

Пусть ℘ = (θ, Δ, S) – T-модель. Локальный 
X-экран f будем называть ℘n-распознаваемым, 
если формация f(р) является ℘n-распознаваемой 
для любого простого p.  

Теорема 3.6. Пусть F – насыщенная фор-
мация, ℘ = (θ, Δ, X) – T-модель, где X – разре-
шимый насыщенный гомоморф, θ – нижнерегу-
лярный X -функтор, Δ – проективное F-
связанное отношение на классе X и n – нату-
ральное число, причём n ≥ 2. Тогда справедливы 
следующие утверждения:  

1) если F имеет ℘n-распознаваемый ло-
кальный X-экран f, то F является ℘n+2-распоз-
наваемой формацией; 

 2) если F имеет полный ℘n-распознаваемый 
локальный X-экран h, то F является ℘n+1-распоз-
наваемой формацией. 

Доказательство. Установим справедли-
вость 1). Пусть π = π(F). Ввиду леммы 4.5 из [7] 
F = Gπ ∩ (

p∈π
∩ Gp' Np f(р)). 

Из предложения 3.4 следует, что формация 
Np f(р) является ℘n+1-распознаваемый для каждо-
го p ∈ π. Снова, применяя предложение 3.4, по-
лучаем ℘n+2-распознаваемость формации 
Gp'Np f(р) для каждого p ∈ π. Теперь из лемм 3.1, 
3.2 и 3.5 следует, что формация F будет ℘n+2-
распознаваема. Утверждение 1) доказано. 

Докажем 2). Если h – полный локальный эк-
ран формации F, то Gp'(Np h(р)) = Gp' h(р) для ка-
ждого простого p. Из предложения 3.4 следует, 
что Gp'Np h(р) – ℘n+1-распознаваемая формация в 
классе X. Применяя леммы 3.1, 3.2 и 3.5, получа-
ем, что F – ℘n+1-распознаваемая формация. Тео-
рема доказана. 

Теорема 3.7. Пусть F – наследственная фор-
мация, ℘ = (θ, Δ, X) – T-модель, где X – разре-
шимый насыщенный гомоморф, θ – нижнерегу-
лярный X -функтор, Δ – проективное F-связан-
ное отношение на классе групп X и n – натураль-
ное число (n ≥ 2), а m – целое неотрицательное 
число. Тогда из℘n-распознаваемости формации 
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F  следует  ℘n+m-распознаваемость  формации 
NmF.  

 Доказательство. Если m = 0, то утвержде-
ние очевидно. Предположим, что m ≥1. Тогда 
NmF = N(Nm-1F). По индукции теорема справед-
лива для Nm-1F. Поэтому, заменяя Nm-1F на F, нам 
нужно доказать утверждение только для случая 
m = 1. Так как H = NF – насыщенная формация, 
то согласно пункту 10 из [7, с. 36] H = LF(f), где f 
– локальный экран формации H и f(р) = F для 
каждого простого p. 

Предположим, что теорема для случая m = 1 
неверна и X-группа G – контрпример минималь-
ного порядка. Тогда G имеет ℘-тест {U1, U2, …, 
Un+1} такой, что Ui ∈ H для всех i ∈ {1, 2, …, n + 
1}, но сама G формации H не принадлежит. Рас-
суждая, как и при доказательстве предложения 
3.4, получим, что G имеет единственную мини-
мальную нормальную подгруппу N, совпадаю-
щую с H-корадикалом GH. Из G ∈ X ⊆ S следует, 
что N – абелева p-группа, p – некоторое простое 
число. Так как H – насыщенная формация, то 
Ф(G) = 1. Поэтому N = CG(N) = F(G) и G = [N]M, 
где M – некоторая максимальная подгруппа 
группы G. 

Учитывая свойство F-связанности отноше-
ния Δ на классе X и рассуждая аналогично, как в 
предложении 3.4, получаем, что подгруппа N 
содержится в n подгруппах нашей системы под-
групп H1, H2, …, Hn+1. Не теряя общности рассу-
ждений, можно считать, что N ⊆ Hi для i = 1, 
2, …, n. Тогда  

Hi = Hi ∩ NM = N(Hi ∩ M), i = 1, 2, …, n. 
Рассмотрим множество подгрупп {Ri | Ri = Hi∩M, 
где i = 1,2,…,n}. Из Hi ∈ θ(G) и нижнее регуляр-
ности подгруппового функтора θ следует, что 
Hi/N ∈ θ(G/N). Откуда из Ri N/N ≅ Ri вытекает, 
что Ri ∈ θ(M). Из свойства проективности отно-
шения Δ на классе X следует, что (Ri, Rj) ∈ ΔM для 
всех i ≠ j ∈ {1,2,…,n}. Покажем, что Ri ∈ F, 
i = 1,2,…,n. 

С одной стороны, так как Hi  ∈ H = NF, то H 
– локальная формация. По лемме 4.5 из [7] полу-
чаем, что Hi /Fp(Hi) ∈ f(p) = F для любого i = 1, 
2,…,n. Так как N ⊆ Hi и N ⊆ Fp(Hi ) и CG(N) = N, 
то Fp(Hi ) является p-группой для любого i = 1, 
2,…,n. Поэтому Hi / Fp(Hi) = Ri Fp(Hi)/ Fp(Hi) ≅ 
≅ Ri /Ri ∩ Fp(Hi) ∈ F для любого i = 1, 2, …, n. 

С другой стороны, из M ∈ H=NF и наслед-
ственности формации F получаем 
RiF(M)/F(M) ∈ F. По лемме 3.9 из [7] F(M) явля-
ется p'-группой. 

Так как F – формация, то Ri ≅ Ri /F(M) ∩ 
Ri ∩ Fp(Hi ) ∈ F для всех i = 1,2,…,n. Теперь из 
℘n-распознаваемости формации F получаем, что 
M ∈ F. Откуда G ∈ H = NF. Получили противо-
речие. Теорема доказана. 

Теорема 3.8. Пусть ℘ = (θ, Δ, S) – T-
модель, где θ – нижнерегулярный S-функтор, Δ 
– проективное F-связанное отношение на классе 
S и n – целое неотрицательно число. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения: 

1) класс Nn (n ≥ 1) является ℘n+2-распоз-
наваемым; 

2) класс Lp(n) является ℘2n+2-распознава-
емым. 

Доказательство. Покажем справедливость 
утверждения 1). Пусть n = 1. Известно [7], что 
N = LF(h), где h – максимальный внутренний 
локальный экран N такой, что h(р) = Np для каж-
дого простого p. Ввиду леммы 3.5 экран h явля-
ется ℘2-распознаваемым. Из 2) теоремы 3.6 вы-
текает ℘3-распознаваемость N. Применяя теоре-
му 3.7, получаем ℘n+2-распознаваемость . nN

Докажем ℘2n+2-распознаваемость класса 
Lp(n), где p – простое число, а n – целое неотри-
цательное число.  

Если n = 0, то Lp(0) = Sp'. По лемме 3.5 класс 
Lp(0) является ℘2-распознаваемым. 

Пусть n ≥ 1. Из доказательства теоремы 5.6 
[7] вытекает, что Lp(n) имеет такой локальный 
экран f, что f(q) = Lp(n-1) при q = p, f(р) = S при 
q ≠ p. По индукции теорема для Lp(n-1) верна. 
Так как класс всех разрешимых групп S является 
℘n-распознаваемым для любого n ≥ 1, то утвер-
ждение  следует  из  1)  теоремы 3.6. Теорема 
доказана. 

 
4 Приложения для конкретных T-моделей 
Рассмотрим некоторые приложения полу-

ченных выше общих результатов. 
Пусть ∑ – бинарное отношение на группах 

такое, что для любой группы G пара ее подгрупп 
(H, K) ∈ ∑G , тогда и только тогда, когда (|G:H|, 
|G:K|) =1. Нетрудно показать, что ∑ – проектив-
ное F-связанное отношение на классе S. Для 
класса групп X и подгруппового X-функтора θ 
рассмотрим T-модель ℘ = (θ, ∑, X). Для этой 
модели вместо ℘n-распознаваемый класс F бу-
дем говорить n

θΣ -распознаваемый класс F. Из 
теорем  3.6   и  3.7  вытекают  следующие  ре-
зультаты.   

Теорема 4.1. Пусть F – насыщенная фор-
мация, ℘ = (θ, ∑, X) – T-модель, где X – разре-
шимый насыщенный гомоморф, θ – нижнерегу-
лярный X-функтор, n – натуральное число, при-
чем (n ≥ 2). Тогда справедливы следующие ут-
верждения:  

1) если F имеет n
θΣ -распознаваемый ло-

кальный экран f, то F является -распозна-
ваемой формацией; 

2n
θ

+Σ

2) если F имеет полный n
θΣ -распознаваемый  
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локальный экран h, то F является 1n
θ

+Σ -распоз-
наваемой формацией. 

Теорема 4.2. Пусть F – наследственная 
формация, ℘ = (θ, ∑, X) – T-модель, где X – раз-
решимый насыщенный гомоморф, θ – нижнере-
гулярный X-функтор и n – натуральное число 
(n ≥ 2), а m – целое неотрицательное число. То-
гда из n

θΣ -распознаваемости формации F в клас-

се X следует -распознаваемость формации 
N

n m
θ

+Σ
mF в классе X. 

Как отмечалось выше, в работах О. Крамера 
[4]–[6] изучались n

θΣ -распознаваемые (∑t-
замкнутые) разрешимые формации в случае, ко-
гда X – класс всех разрешимых групп и θ такой 
подгрупповой функтор, что θ(G) совпадает с 
множеством всех подгрупп для любой группы G. 
Теоремы 4.1 и 4.2 существенно расширяют ре-
зультаты работ [10]–[11]. Применяя отмеченные 
выше результаты для других конкретных значе-
ний X и θ, можно получить новые результаты. 
Отметим некоторые из них. Рассматривая раз-
личные подгрупповые функторы, мы можем по-
лучать новые признаки принадлежности группы 
локальным формациям в терминах систем под-
групп с попарно взаимно простыми индексами. 
Остановимся на некоторых из них.  

Напомним [7], что подгруппа H группы G 
называется абнормальной в G, если x ∈ <Hx, H>, 
для любого x ∈ H. Пусть San – подгрупповой 
функтор, который сопоставляет каждой группе G 
множество всех ее абнормальных подгрупп. Не-
трудно убедиться, что San – нижнерегулярный 
подгрупповой функтор.  

Согласно Ж. Роузу [16] подгруппа H группы 
G называется контрнормальной в G, если HG = 
G. Будем обозначать: H cn G. Пусть Scn – под-
групповой функтор, который сопоставляет каж-
дой группе G множество всех ее контрнормаль-
ных подрупп. Проверкой устанавливаем, что Scn 
– нижнерегулярный подгрупповой функтор. За-
метим, что San(G) ⊆ Scn(G). Обратное включение 
неверно. 

Лемма 4.3. Пусть F = NpX, где X – форма-
ция, причем X ⊆ N. Тогда F является 2

cnSΣ -
распознаваемой формацией в классе S. 

Доказательство. Пусть группа G – контр-
пример минимального порядка. Тогда в G най-
дутся две подгруппы H1 и H2 такие, что Hi cn G, 
Hi ∈ F, i = 1, 2 и (|G : H1|, |G : H2|) = 1, но G ∉ F. 
Пусть N – минимальная нормальная подгруппа в 
группе G. 

Для группы G/N все условия леммы выпол-
няются. Поэтому G/N ∈ F. Так как F – формация, 
то N = GF – единственная минимальная нормаль-
ная подгруппа в G. Если N – p-группа, то из 
G/N ∈ NpX = F следует, что G ∈ F. Противоре-

чие. Следовательно, N – q-группа, где q – про-
стое число и q ≠ р. 

Если G нильпотентна, то из H1 cn G следует, 
что H1 = G ∈ F. Противоречие. 

 Пусть G ненильпотентна. Тогда 
F = F(G) ⊂ G. Из единственности N следует, что 
F – q-группа. Так как (|G : H1|, |G : H2|) = 1, то 
можно считать, что F ⊆ Gq ⊆ H1, где Gq – некото-
рая силовская q-подгруппа группы G. Из 

⊆ C
1
( )HC F G(F) ⊆ F заключаем, что 

Oq′(H1) = Op(H1) = 1. Отсюда и из H1 ∈ NpX сле-
дует, что H1 ∈ X. Из нильпотентности X получа-
ем, что H1 = F. Тогда из H1 cn G следует, что 
H1 = G ∈ F. Противоречие. Лемма доказана. 

Теорема 4.4. Любая локальная подформация 
формации N2 вcех метанильпотентных групп 
является 3

cnSΣ -распознаваемой. 
Доказательство. Пусть F – локальная под-

формация формации N2. Тогда F имеет внутрен-
ний локальный N -экран f. Пусть h – максималь-
ный внутренний локальный экран формации F. 
Согласно теореме 3.3 из [7] для любого простого 
p имеет место равенство h(p) = Npf(p). Так как по 
условию формация f(p) состоит из нильпотент-
ных групп, то по лемме 4.3 формация h(p) явля-
ется 2

cnSΣ -распознаваемой. Теперь результат сле-
дует из 2) теоремы 4.1. Теорема доказана.  

Следствие 4.4.1. Группа G является сверх-
разрешимой, если она имеет три контрнормаль-
ные сверхразрешимые подгруппы, чьи индексы 
попарно взаимно просты в G. 

Следствие 4.4.2. Пусть группа G имеет 
три контрнормальные подгруппы, имеющие 
нильпотентный коммутант, и их индексы в G 
попарно взаимно просты. Тогда G имеет ниль-
потентный коммутант. 

Следствие 4.4.3. Группа G является сверх-
разрешимой, если она имеет три абнормальные 
сверхразрешимые подгруппы, чьи индексы по-
парно взаимно просты в G. 

Следствие 4.4.4. Пусть группа G имеет 
три абнормальные подгруппы, имеющие нильпо-
тентный коммутант, и их индексы в G попарно 
взаимно просты. Тогда G имеет нильпотентный 
коммутант. 

Лемма 4.5. Любая формация нильпотент-
ных групп является 2

cnSΣ -распознаваемой. 
Доказательство. Пусть F – некоторая не-

пустая формация нильпотентных групп. Предпо-
ложим, что существует группа G = AB, где A и B 
– контрнормальные F-подгруппы группы G, но 
сама G не является F-группой. Выберем среди 
них группу G наименьшего порядка.  

По теореме Виландта-Кегеля группа G яв-
ляется разрешимой. Пусть N – минимальная нор-
мальная подгруппа в G. Для G/N все условия 
леммы выполняются. Так как F – формация, то G 
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является монолитической группой с цоколем, 
равным N.  

Предположим, что N ⊆  Φ(G). Тогда из 
G/N ∈ F ⊆ N и насыщенности N следует, что 
G ∈ N. Но тогда из контрнормальности подгрупп 
A и B следует, что A=B=G ∈ F. Получили проти-
воречие с выбором группы G. Поэтому можно 
считать, что Φ(G) = 1. В этом случае G = [N]M, 
где N = CG(N) = F(G), |N| = pα, p – простое число, 
а M – некоторая максимальная подгруппа группы 
G и M ∈ F. 

Так как G = AB и A ∈ F, B ∈ F, то 
π(G) ⊆  π(F). Рассмотрим подгруппы R = NA и 
F = NB. Если R = F = G, то A и B являются мак-
симальными подгруппами группы G, дополняю-
щими подгруппу N в G. Так как все дополнения к 
N в G сопряжены, то по теореме Оре [15] AB ≠ G. 
Поэтому можно считать, что F ≠ G. Из контр-
нормальности подгруппы F в G следует, что F ≠ 
N. Отсюда следует, что F/N – неединичная под-
группа в G/N. Так как G/N ≅ M ∈ F ⊆ N, то из 
контрнормальности F/N в G/N следует, что F/N = 
G/N. Откуда G = F. Получили противоречие.  

Так как из условия (|G : A|, |G : B|) = 1 всегда 
следует, что G = AB, то из приведенных выше 
рассуждений получаем утверждение леммы. 
Лемма доказана. 

Теорема 4.6. Класс Nn (n ≥ 1) является 
-распознаваемым. 1

cnS
n+Σ
Доказательство. Индукцией по n. Если 

n = 1, то результат следует из леммы 4.5. Пусть 
n > 1. Так как Nn = N Nn-1, то результат следует 
из теоремы 3.7. Теорема доказана. 

Следствие 4.6.1. Если группа G имеет n + 1 
контрнормальные подгруппы, нильпотентная 
длина которых не превосходит n и чьи индексы в 
G попарно взаимно просты, то и нильпотентная 
длина группы G также не превосходит n. 

Следствие 4.6.2. Если группа G имеет n + 1 
абнормальные подгруппы, нильпотентная длина 
которых не превосходит n и чьи индексы в G 
попарно взаимно просты, то и нильпотентная 
длина группы G также не превосходит n. 

Пусть Ω – бинарное отношение на классе S 
всех разрешимых групп такое, что для любой 
группы G пара ее подгрупп (H, K) ∈ ΩG тогда и 
только тогда, когда, либо H и K – несопряженные 
максимальные подгруппы в G, либо, по крайней 
мере, одна из подгрупп H или K совпадает с G. 
Нетрудно показать, что Ω – проективное F-
связанное отношение на классе S. Для класса 
разрешимых групп X и подгруппового X-
функтора θ рассмотрим T-модель ℘ = (θ, Ω, X). 
Для этой модели вместо ℘n-распознаваемый 
класс F будем говорить n

θΩ -распознаваемый 
класс F. 

Из теорем 3.6 и 3.7 вытекают следующие  

результаты.  
Теорема 4.7. Пусть F – насыщенная фор-

мация, ℘ = (θ, Ω, X) – T-модель, где X – разре-
шимый насыщенный гомоморф, θ – нижнерегу-
лярный X-функтор, n – натуральное число, при-
чём n ≥ 2. Тогда справедливы  утверждения:  

1) если F имеет n
θΩ -распознаваемый ло-

кальный экран f, то F является -распозна-
ваемой формацией; 

2n
θ

+Ω

2) если F имеет полный n
θΩ -распозна-

ваемый локальный экран h, то F является 1n
θ

+Ω -
распознаваемой формацией. 

Теорема 4.8. Пусть F – наследственная 
формация, ℘ = (θ, Ω , X) – T-модель, где X – раз-
решимый насыщенный гомоморф, θ – нижнере-
гулярный X -функтор и n – натуральное число 
(n ≥ 2), а m – целое неотрицательное число. То-
гда из n

θΩ -распознаваемости формации F следу-

ет n m
θ

+Ω -распознаваемость формации NmF. 
В случае, когда подгрупповой функтор θ 

выделяет в каждой группе множество всех ее 
подгрупп, в качестве следствий из теорем 4.7 и 
4.8 вытекают соответствующие результаты работ 
[11], [13]. 

Лемма 4.9. Любая формация нильпотент-
ных групп является 2

cnSΩ -распознаваемой. 
Доказательство. Проводим рассуждения 

аналогично доказательству леммы 4.5. 
Отметим следующий новый результат, вы-

текающий из леммы 4.9 и теоремы 4.8.  
Теорема 4.10. Класс Nn (n ≥ 1) является 

1
cnS

n+Ω -распознаваемым в классе S. 
В частности, из этой теоремы получаем сле-

дующие следствия. 
Следствие 4.10.1. Любая разрешимая груп-

па, нильпотентная длина которой больше нату-
рального числа n, имеет не более n классов со-
пряженных абнормальных максимальных под-
групп, чья нильпотентная длина не превосходит 
натурального числа n. 

Следствие 4.10.2. Любая неметанильпо-
тентная разрешимая группа имеет не более двух 
несопряженных абнормальных метанильпо-
тентных максимальных подгрупп. 
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