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ЗАДАЧИ НА СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ С ЛИНЕЙНЫМ  

ПОТЕНЦИАЛОМ В ИМПУЛЬСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Введение 

Большинство активно используемых сегодня численных методов 

для решения уравнений, возникающих в задачах на связанные состоя-

ния, дают относительно низкую точность по сравнению с современ-

ными экспериментальными данными. Проблемы теории усугубляются 

тем, что даже потенциалы взаимодействия простейшего вида в им-

пульсном представлении приводят к интегралам с особенностями.  

В данной работе показано, как интегральное уравнение, возника-

ющее в задачах на связанные состояния с линейным потенциалом в 

импульсном представлении, может быть сведено к задаче на соб-

ственные значения (СЗ).  

1. Уравнение для связанных состояний в импульсном              

представлении 
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Простейшим уравнением для связанной системы в импульсном 

представлении является уравнение Шредингера  
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,    (1) 

где  
2121

mmmm   – приведенная масса, k – относительный 

импульс,  k
l
  – радиальная часть волновой функции, а  kkV

l
,  –

оператор l-той составляющей парциального разложения потенциала 

взаимодействия  rV .  

Линейный потенциал, рассматриваемый нами, имеет вид 

  rrV  ,       (2) 

и в импульсном представлении задается выражением 
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где  yQ
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  – производная от полинома Лежандра 2-го рода: 
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22

 – комбинация импульсов,  yP
l

 – полиномы Лежандра.  

Подставляя выражение (3) в (1) и используя метод введения 

контрчлена, предложенный в работах [1, 2], приходим к интегрально-

му уравнению  
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в котором содержаться два сингулярных интеграла.  

Первый интеграл в (4), содержащий особенность в логарифмиче-

ской функции,  возникает в части потенциала (3) содержащей  yQ
0

, а 

второй сингулярный интеграл обусловлен видом  yQ
0
 .  

2. Сведение интегрального уравнения к задаче на СЗ 

Численное решение уравнения (4) может быть сведено к задаче на 

собственные значения матрицы. Для этого, выполним замену перемен-

ной 
t

t
ck






1

1
, где  1,1t , которая обеспечивает переход от интерва-

ла интегрирования [0, ∞) на [-1, 1]. Далее, используя квадратурные 

формулы для интегралов, входящих в (4) можно получить явный вид 
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матрицы, собственные значения которой дадут энергетический спектр. 

Но, при реализации этой схемы в импульсном представлении, возника-

ют проблемы вычислительного характера, связанные с наличием расхо-

димостей при kk  . Для устранения данной проблемы используем 

подход, разработанный в [3, 4]. Так, в (4) интеграл с логарифмической 

расходимостью может быть вычислен с помощью формул (57), (58) в 

[3].  

Для интегралов с расходимостью, обусловленной  yQ
0
  нами 

предлагается новая квадратурная формула, сочетающая преимущества 

работы [3] и методики введения контрчлена [1, 2]:  
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где весовые коэффициенты  z
j

  вычисляются по формулам  
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Здесь N  – число узлов сетки, 
j

t  – нули полиномов Чебышева 1-го 

рода  
js

tT , а  
js

tU  являются  полиномами Чебышева 2-го рода. 

Штрих возле знака суммы, здесь и далее означает, что первое слагае-

мое следует делить на 2. 

В отличие от работы [2], где интеграл в (4) вычислялся стандарт-

ными квадратурными формулами, а также работ [3, 4], где интеграль-

ное уравнение сводилось к интегро-дифференциальному, в разрабо-

танном в данной статье подходе уравнение остается интегральным. 

Найдем, с помощью квадратурной формулы (5), явный вид матрицы 

для интеграла от  yQ
0
  в (4). Эта часть после замены переменных 

сведется к интегралу вида 
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где  ztV ,  – не сингулярная функция (часть потенциала). 

Разобьем интеграл (7) на две части 
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и проведем их расчет по отдельности с учетом замены 
j

tz  . 

Используя, что любая функция может быть разложена по полино-

мам Чебышева 

     
j

jj
tfttf  , 

где  t
j

  – весовые коэффициенты в полуспектральном методе              

Чебышева [3] 

     





N

i
ijij

tTtT
N

t
1

11
'

2
 , 

для числителя в 
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Тогда для первого слагаемого в (8) будет 
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где весовые коэффициенты  
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Соответственно весь интеграл I  в (7) будет 
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Таким образом, интеграл в (4) может быть сведен к выражению 
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где матрица 
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В итоге интегральное уравнение (4) может быть сведено к задаче 

на собственные значения 
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где 1a ;  , k
~

 – безразмерные энергия связи и относительный им-

пульс соответственно, а LOG

ji
W  – матрица для интеграла с логарифмиче-

ской сингулярностью, которая строится по формулам (57), (58) в [3]. 

Заключение 

Эффективность новой квадратурной формулы (5) и методики рас-

чета, названной нами улучшенным полуспектральным методом Че-

бышева для линейных потенциалов, была нами проверена на про-

стейших задачах, для которых известны точные решения.  

Так, для нерелятивистского уравнения Шредингера с линейным 

потенциалом известно точное решение в случае 0l : 

  3/2
2

z

a
E

точное


 , 

где z  (ν = 1, 2, 3, …) – нули функции Эйри  zAi .  

Для этого случая формула (12) позволяет получить ответ для пер-

вых семи состояний с высокой степенью точности 1311 1010~   , что 

на 6–7 порядков лучше, чем в работе [4]. 

Вычислительная схема также позволяет легко обобщить задачу (1) 

на релятивистский случай (т. н. бесспиновое уравнение Солпитера) 

путем простой замены оператора кинетической энергии на реляти-

вистское выражение 
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2 mkmkkT  . 
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