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Введение 
Строение конечной группы в значительной 

мере зависит от класса подгрупп, которыми она 
обладает. Примером этого являются группы 
Шмидта, у которых любая собственная подгруп-
па нильпотентна, группы у которых все собст-
венные подгруппы разрешимы и ряд других 
примеров. В настоящей работе рассматриваются 
конечные группы, у которых все подгруппы не-
чётного порядка нильпотентны. Данная задача 
была предложена авторам В.С. Монаховым. В 
разрешимом случае, в силу Dπ-теоремы, задача 
решается тривиально. А именно, если G – разре-
шимая группа, с указанным выше свойством, то 
её 2 -подгруппа является нильпотентной. В слу-
чае, когда группа G неразрешима, задача стано-
вится существенно сложнее. Нами доказан сле-
дующий результат. 
 Теорема 0.1. Пусть G – конечная группа, у 
которой все подгруппы нечётного порядка ниль-
потентны. Тогда простые неабелевы компози-
ционные факторы группы G принадлежат сле-
дующему списку: 2 (2 ), 2;nPSL n   2 ( ),PSL q  q – 

нечетное число, q – 1 = 2k, k – целое. 4 (2)PSU   

4 (3);PSp  4 (2 ), 2;nPSp n   2 1(2 ), 1.nSz n   

 
 1 Доказательство вспомогательного ре-
зультата 

Для доказательства теоремы нам потребует-
ся следующая лемма. 
 Лемма 1.1. Пусть G – конечная простая 
неабелева группа, у которой все подгруппы не-
чётного порядка нильпотентны. Тогда группа G 
принадлежит следующему списку: 2 (2 ),nPSL 2;n   

2 ( ),PSL q  q – нечетное число, q – 1 = 2k, k – целое. 

4 (2)PSU 4 (3);PSp  4 (2 ), 2;nPSp n   2 1(2 ), 1.nSz n   

 Доказательство. Рассмотрим все возмож-
ные случаи. 
 1. , 5.nG A n    

 При n = 5 5 2 2(4) (5)G A PSL PSL    и 

удовлетворяет условию леммы. При n = 6 

6 2 (9)G A PSL   и удовлетворяет условию леммы. 

 Группа A7 содержит подгруппу 7:3 и не 
удовлетворяет условию леммы. 
 Так как 1k kA A   для всякого k ≥ 2, то 

группы An при n ≥ 7 не удовлетворяют условию 
леммы. В силу указанных изоморфизмов лемма 
для знакопеременных групп верна. 
 2. G – простая группа лиевского типа. 

(1) ( ),nG PSL q  где 2,n   ,kq p  p – про-

стое число. 
Пусть p = 2. Рассмотрим случай n = 2. 

Группа SL2(2
2) удовлетворяет условию леммы. 

Из [1, теорема II. 8.27] следует, что подгруппы в 
G, неудовлетворяющие условию теоремы, могут 
содержаться только в SL2(2

d), где d делит k. Ма-
тематической индукцией по 2m легко показать, 
что группа SL2(2

k) удовлетворяет условию леммы 
для всех k ≥ 2. 

Пусть n = 3. Группа PSL3(2) содержит под-
группу 7:3 и не удовлетворяет условию леммы. 
Поскольку PSL3(2) содержится в PSL3(2

m) для 
всех m > 2, то группа PSL3(2

k) не удовлетворяет 
условию леммы. Из вложений  

3 4(2 ) (2 ) (2 )k k k
nSL SL SL      

следует, что группа PSLn(2
k) при n ≥ 3 не удовле-

творяет условию леммы. 
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Пусть p > 2. Рассмотрим случай n = 2. 
Группа PSL2(q) содержит подгруппу Бореля по-
рядка 21

2 ( 1),q q   являющуюся группой Фробе-

ниуса. Следовательно, q – 1 будет степенью чис-
ла 2. В этом случае либо q = 32, либо q = p – про-
стое число Ферма. Группа PSL2(3

2) удовлетворя-
ет условию леммы. Рассмотрим случай, когда 

2 ( ),G PSL p  где p – простое число Ферма. Из 

[1, теорема II.8.27] легко заключить, что PSL2(p) 
удовлетворяет условию леммы. 

Пусть n = 3. В группе PSL3(q) существует 

тор Т конечного порядка 
31 1

.
(3, 1) 1

q

q q


 

 Из рабо-

ты [2] следует, что существует простое число r 
примитивное по отношению к паре {3k, p} и 
r ≥ 3k + 1. В частности, r ≥ 5 и (r, q – 1) = 1. По-
этому r делит |T|. Так как |NG(T):T| = 3, то NG(T) 
не удовлетворяет условию леммы. Из вложений  

3 4( ) ( ) ( )nSL q SL q SL q      

следует, что группа PSLn(q) при n ≥ 3 не удовле-
творяет условию леммы. 

(2) ,nG PSU  где 3,n   ,kq p  p – про-

стое число. 
Пусть p ≥ 3. Сначала рассмотрим случай 

n = 3. Порядок группы PSU3(q) равен 3 31 ( 1),d q q   

где (3, 1).d q   Группа PSU3(q) содержит два 

максимальных тора [3] порядков 21 ( 1)d q   и 
21 ( 1)d q q   нормализаторы которых соответствен-

но изоморфны 21
3( 1) :d q S    и 21 ( 1) : 3.d q q     

Имеет место равенство q6 – 1 = = (q3 + 1)(q3 – 1) 
или (p6k – 1) = (p3k + 1)(p3k – 1). Согласно работе 
[2] найдётся простое число r, примитивное по 
отношению к паре {6k, p}. Тогда r ≥ 7 и посколь-
ку r не делит q3 – 1, то r делит q3 + 1. Так как 
q3 + 1 = (q + 1)(q2 – q + 1), то r делит одно из чи-
сел q + 1 или q2 – q + 1. Таким образом, нормали-
затор одного из торов содержит нильпотентную 
подгруппу R : B, где R – силовская r-подгруппа 
соответствующего тора, а 3.B Z  Поэтому 

PSU3(q) не удовлетворяет условию леммы. Из 
соответствующих вложений см. [4] следует, что 
при нечётных q группы PSUn(q) не удовлетворя-
ют условию леммы. 

Пусть p = 2. Рассмотрим случай n = 3. Так 
как группа PSU3(2) разрешима, то она не удовле-
творяет условию леммы. Из [5] следует, что 
группа PSU4(2) удовлетворяет условию леммы, а 
PSU5(2) – не удовлетворяет, поскольку содержит 
подгруппу PSL2(5

2). Следовательно, в серии 
PSUn(2) только PSU4(2) удовлетворяет условию 
леммы и 3 3( ) (2 ),kPSU q PSU  где 2.k   Имеет 

место равенство: q6 – 1 = (q3 + 1)(q3 – 1) или 
(26k – 1) = (23k + 1)(23k – 1). Так как k ≥ 2, то из 
работы  [2]  следует, что существует число r, 
примитивное по отношению к паре {6k, 2} и 

r ≥ 13. Теперь, как в случае с p ≥ 3, показывается, 
что группа PSUn(q), n ≥ 3 и q = 2k (k ≥ 2) не удов-
летворяет условию леммы. 

(3) 2 1(2 ), 1.kG Sz k    

Подгруппы групп Судзуки описаны в [6]. Из 
[6] следует, что разрешимые подгруппы удовле-
творяют условию леммы. Неразрешимые под-
группы могут быть только группы Sz(22m+1), где 
22k+1 является степенью числа 22m+1. Индукцией 
по 22n+1 легко доказать, что группы Sz(22k+1) 
удовлетворяют условию леммы. 

(4) 2 ( ), 2, .k
nG PSp q n q p     

Пусть сначала n = 2. Предположим, что p 
нечётное простое число. Параболическая под-
группа в 4 ( )PSp q  содержит секцию, изоморф-

ную PSL2(q). Согласно [3] 4 ( )PSp q  содержит 

подгруппу PSL2(q
2). Из (1) следует, что q – 1 и 

q2 – 1 являются степенями числа 2. Это возмож-
но только при q = 3 и, таким образом, 

4 4(3) (2)G PSp PSU   удовлетворяет условию 

леммы. 
Пусть p = 2. Согласно [3] G может содер-

жать только следующие подгруппы: параболиче-
ские порядка q4(q – 1)(q2 – 1), группы вида 
(SL2(q)*SL(q)) : 2, группы PSL2(q

2) : 2, группы 

4 0( ),PSp q  где 0q  делит q, и группы Судзуки. Все 

они удовлетворяют условию леммы. Так как 
группа 4 (2)PSp  не является простой, то все 

группы 4 (2 )kPSp  при k ≥ 2 удовлетворяют усло-

вию леммы. 
Из диаграммы Дынкина легко увидеть, что 

при n > 3 группа G содержит секцию PSL3(q), 
которая, в силу (1), не удовлетворяет условию 
леммы. Поэтому при n ≥ 3 группы ( )nPSp q  не 

удовлетворяет условию леммы. 
(5) 2 1( ), 1, .k

nG P q n q p     

Так как 3 2( ) ( ),P q PSL q   5 4( ) ( ),P q PSp q   

то 3.n   Из диаграммы Дынкина следует, что G 
содержит секцию PSL3(q), что невозможно в 
силу (1). 

(6) 2
2 ( ),G G q  2 13 ,kq   1.k    

Группа G содержит подгруппу Бореля 
q3 : (q – 1). Если q – 1 = 2α, то 32k+1 = 2α+1. Это 
равенство выполняется только при k = 0. Так как 
k ≥ 1, то найдётся нечётный простой делитель 
r > 3 числа q – 1. Следовательно, подгруппа Бо-
реля не удовлетворяет условию леммы. 

(7) 2 ( ).G G q   

Из [4] следует, что G обладает подгруппой 
A2(q). Последнее невозможно в силу (1). 

(8) 3 3
4 ( ).G G q  

Из [4] следует, что G обладает подгруппой 
G2(q). Последнее невозможно в силу (7). 

(9) 8 ( ).G E q   
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Из диаграммы Дынкина следует, что E8(q) 
обладает подгруппой с секцией изоморфной 
PSL3(q). Из (1) заключаем, что G не удовлетворя-
ет условию леммы. 

(10) 7 ( ).G E q   

Рассматривается так же, как (9). 
(11) 2( ) ( ), 4.l lG D q PSL q l     

Из диаграммы Дынкина следует, что G со-
держит максимальную параболическую под-
группу, обладающую секцией PSLl–1(q). Так как 
l ≥ 4, то из (1) следует, что G не удовлетворяет 
условию леммы. 

(12) 2
2( ) , 4.l lG D q PSL l     

Из диаграммы Дынкина следует, что G со-
держит параболическую подгруппу с секцией 
PSL3(q). Из (1) следует, что G не удовлетворяет 
условию леммы. 

(13) 6 ( ).G E q   

Рассматривается также как (9). 
(14) 2

6 ( ).G E q  

Из диаграммы Дынкина следует, что G со-
держит параболическую подгруппу с секцией 
PSL3(q). Из (1) следует, что G не удовлетворяет 
условию леммы. 

(15) 4 ( ).G F q  

Из диаграммы Дынкина видно, что G обла-
дает параболической подгруппой с секцией 
PSL3(q). Из (1) следует, что G не удовлетворяет 
условию леммы. 

(16) 2 2 1
4 ( ), 2 , 0.kG F q q k    

При k = 0 2
4 (2) .G F   Из [5] следует, что G 

обладает подгруппой PSL2(5
2). Из (1) заключаем, 

что 2
4 (2)F   не удовлетворяет условию леммы. 

Следовательно, k ≥ 1. В этом случае G содержит 
подгруппу PGU3(q). Так как k ≥ 1, то из (2) сле-
дует, что G не удовлетворяет условию леммы. 

3. G – простая спорадическая группа. 
Из [5] следует, что группа M11 имеет под-

группу 11 : 5 и, следовательно, не удовлетворяет 
условию леммы. Данная группа [5] вкладывается 
в следующие группы: M12, M23, HS, M24, ,cM L  Suz, 

,O N  Co3, Co2, Fi22, HN, Ly, Fi23, Co1, Y4, 24 ,Fi   B, 

M. Следовательно, все они не удовлетворяют 
условию леммы. Из [5] следует, что оставшиеся 

группы обладают подгруппами: J1 – 7 : 3, M22 – 
7 : 3, J2 – 7 : 3, J3 – 19 : 9, He – 7 : 3,  Ru – 7 : 3, Th – 
31 : 15; и, таким образом, не удовлетворяют ус-
ловию леммы.                                                          

 
2 Доказательство основного результата 
Доказательство теоремы. Пусть G – ми-

нимальный контрпример к теореме. Если G – 
простая неабелева группа, то, в силу леммы, она 
принадлежит списку простых неабелевых компо-
зиционных факторов группы G. Пусть .N G  
Тогда N и G / N удовлетворяют условию теоремы. 
Следовательно, G удовлетворяет условию теоре-
мы, что невозможно.                                                

Непосредственно из теоремы получаем сле-
дующий результат. 

Следствие 2.1. Пусть G – конечная группа 
без подгрупп Шмидта нечетного порядка. Тогда 
простые неабелевы композиционные факторы 
группы G принадлежат следующему списку: 

2 (2 ), 2;nPSL n   2 ( ),PSL q  q – нечетное число,  

q – 1 = 2k, k – целое. 4 4(2) (3);PSU PSp 4 (2 ),nPSp  

2;n   2 1(2 ), 1.nSz n   
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