
BecH iK ВДУ. -  2022. -  № 3(116)

У Д К  5 1 2 . 5 4 2

КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ 
С и  V sp-ВЛОЖЕННЫМИ ПОДГРУППАМИ

B.C.Закревская
Учреж дение образования «Гомельский го суд а р ств е н н ы й  у н и в е р с и т е т

им ени Ф. Скорины»

Все рассмат риваемые в данной ст ат ье группы конечны. М ы говорим, что подгруппа А из G является и V s p -вложенной  
в G, если А = (L, Т), где L -  эт о U -нормальная, а Т -  эт о S-перестановочная подгруппы группы G. Также мы предлагаем  
рассмот рет ь следующ ее новое свойство влож енных подгрупп конечных групп: Н -  слабо и V s p -вложенная подгруппа в G, 
если G имеет субнормальную подгруппу К такую, что G=HK, HusG <  К  и I Я  П К : HusG I -  эт о р'-число, где HusG обозна
чает подгруппу Н, порож денную  всеми теми подгруппами Н, которые являются и  V s p -вложенными в G.

Цель работ ы  -  исследование связи меж ду слабой и  V s p -вложенностью максимальных подгрупп и разрешимост ью  
группы.

Материал и методы. Использованы мет оды исследования теории конечных групп.
Результаты и их обсуждение. Пусть G -  группа u p  е л (G ). Если каждый элемент ŝP(G) слабо и V s p -вложен в G, то 

G является р-разрешимой.
Заключение. Найдено новое свойство влож енных подгрупп конечных групп.
Ключевые слова: конечная группа, U -нормальная подгруппа, S -перестановочная подгруппа, и  V s p -вложенная под

группа, слабо и  V s p -вложенная подгруппа.
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Throughout the paper, all groups are fin ite and G Otways denotes a fin ite group. We say that a subgroup A c f  G 
is и  V sp-em bedded in G if  A  =  (L ,T ), where L is \l-norm al and T is S-permutable subgroups o f G. We also provide to consider the 
follow ing new property o f em bedded subgroups o f fin ite  groups: H is weakly и V sp-em bedded in G i f G  has a subnorm al subgroup К 
such that G =  H K , HusG <  К  и I H  П K-.H usG | is a p'-number, where H usG denotes the subgroup o f H generated by all those 
subgroups o f H which are и  V sp-em bedded in G.

The purpose o f the research is to investigate the relationship between the weakly и  V sp-em bedding of m aximal subgroups and  
the solvability o f  a group.

Material and methods. M ethods o f the study o f the fin ite  group theory are used.
Findings and their discussion. Let G be a group and p  e w (G ). If  every elem ent of% p(G} is weakly и  V sp-em bedded in G then G 

is p-soluble.
Conclusion. The new property o f em bedded subgroups o f fin ite groups was found.
Key words: fin ite group, VL-normal subgroup, и  V sp-em bedded subgroup, S-permutable subgroup, weakly и  V sp-em bedded  

subgroup.

Все рассматриваемые здесь группы конечны, и G всегда является конечной группой. Через 
1G | мы обозначаем порядок G, а под я (п )  подразумеваем множество всех простых чисел, деля

щих п. Пусть р -  простое число, а р ' -  дополняющее множество простых чисел. Пусть М -  подгруппа 
группы G. Напомним, что подгруппа Н из G называется: 2-максимальной подгруппой группы G, если 
Н является максимальной подгруппой некоторой максимальной подгруппы М  из (7; 3-максимальной 
подгруппой группы G, если Н является 2-максимальной подгруппой некоторой максимальной под
группы; Н-нормальной в G [1], если либо Н <  G, либо Нс Ф Н с и каждый главный фактор G между HG 
и Н с является циклическим.

Влияние дополняемых характеристик подгрупп конечной группы на ее структуру изучалось мно
гими авторами. Например, И. Ван [2] ввел понятие с-нормальности подгруппы группы, дав следующее

1 1



z\

f) 9 DHQUDWdOHgAD И (l)
:одго± g 9 DH9UDwdoH u о 'э 9 пониоэоношээбди-*; ЮШЭШвЬ H OLUh 'wnmoi/ou 

-Qddu -q nuuAds wuuAdegou -Ц n X 'H чшэАц '([ОТ] а о и g iqwadoax и i'£ ‘%z i^wwau wd) tr ewwai/ 
'[6] (D)u0 > V OLU 'D nouuAdegou-u юшэыгэн у n q g оняиомйондАэ у пюэ (p) 

'[I’Pl V '8] 8 9 wi9Hqt/owdoHgAD юшэы/эн g n V ош 'D 9 OHWOwdoHgAo у пюз (£)
’[I’PT V'8] D 9 DHQi/DwdoHgAo }[ одгои 'одгош ояяиош n 

одгош у/о 9 OHwowdoHgAo y/)j одго± -д s noH9t/owdoH юшэииэи у ошн 'wnMOUOugadu (z)
’[p’pl V '8] D 9 OHqi/owdoHgAo (д ‘у) ош 'Q 9 мняиоЫондАэ д п у пюз (i) 

:одго± ’D > 9‘D > X > Vп 'ouuAds- д чшэАц •£ ewwai/
aoxBxqi/AE9d хюнаонэо эахэ 

-qi/axBEBNota1 ndu xiqwaBHawndu 'ww9i/ ояя1/онээн watfaeHdu э1/вьвнд 'эинэНжЛэдо хи и iqxexqi/Aea^ 
uuAdj хмньэноя nndoai винеаоУэюэи iqtfoxaw iqHeaoeqi/оиэи ччНохэи/ и l/endaxej/sj 

■xBHtiBwdotJ) xiqHqt/e»oi/-D xiqHHata^odou о iqwadoax oaxoqi/эхвЕвяоЬ1 - iqxogBd ионнвЬ1 qi/9f|
■iqnafrigogo и iqHamhAi/Л iqiBiqi/Aead аинав^и amdoioxan iquuAdj cHqiDownmadeBd 

и uuAdjtfou xiqHqi/BWHDHBw сня-ооннэжсжа-^ л n одвю АУжэм/ q£BaD (л/эЛЬ’эюэи iqw эя1В1э иохе g
■Q 9 niA/l9HHd)KOLf9-Cl.S Д П bDLUCHt!V9H dl9dOUIOH '// nWOUUAdSgOU П1Л1ЭШ

П1МЭЭ9 CHAHHagModou '# AuuAdagou шэононеодо 9snf{ эдг 'ouonh-td оше - | DS71h \y{ и H I n X > °snH 
'XH = D 0UJh 'смАяош % AuuAdsgou CHAH9i/owdoHgAo uiddwn у пюэ 'q 9 ouuAdzpou ьоннэжоиэ-ds л n 
одою - и ouih 'wndogoB I9IAI оюпи doiuoodu -do 'q i9uuAde ouuAdzgou - ц 9шэАц 'z anHai/atfaduo 

:uuAd.j х^ньэноя uuAdjtfou Х1яннэж01/а оаюиоаэ эоаон ээУпснАУэю qiadiowooBd waBJBLrt7ladu 1Я|Д]
q i9uuAde ouuAdsgou uoHhOdOHDiuoadau-s оше - j4 о 'uDH9i/DwdoH-]x оше - 7 эдг '(£ '7) = у 

пюэ ' q 9 П0ННЭЖ01/9- ds д п иэшэьиэи о еп у DuuAdegou оши 'wndogoe 191AI -т anHai/atfaduo 
;oja^oiAb'ai/D эаонэо вн aoiBiqi/Aead хи±е ей xiqdoioHaH BHHahigogo waBhAi/ou iqw aiogBd nahiBOiOBH g

Э a nwiqHhoaoHBioadau-s вэ1снв1/ав aiqdoio^ 'ц nweuuAdjfou hwhxbi имаэа снАн 
-Ha^odou 'h AuuAdjt/ou хавивнЕодо 5S/^ atfj ‘оюиь-^ oie - | dsh -Я U н\ и X > °SH ‘ЯН = 0 01h 'о)Ая 
-в± yf AuuAdjtfou otAHqi/BwdoHgA^ laawn д ni/эа 'q a BBHhoaoHBi3adau-ds одвю - // BuuAdjt/ou :эинэ1/ 
-atfaduo аа’шснАЬ'эю хсявУ ино •ni30Hqi/Bwd0H-dj и niDOHhoaoHBiDadau-s' иодвю 'niDOHqi/BwdoH-^ ии1 
-bhou anHatngogo яви qieandxBWDOBd онжои aodoiOH 'uuAdjtfou х^ннажо1/а оахэиоаэ эоаон хвУоаа нвЬ1 
-BWBd -|Д| и tteBov '|Л1 [£] g '[6'Е ewadoai'g] о a noHqt/BiAidoH-dj вэхэв1/ав q iquuAdj BuuAdjtj'ou ввня1/в1Л)иэ 
-яем-г ввУжея июа 'yowMmadEBd-d BDiaBLfaB q BuuAdj охн и [£•£ эиахзЬ'эю '9] 3 a noHqi/BwdoH-^ вэхэ 
-BiraB э BUuAdjtfou вeнq|/E^л/иэяв^лг ввЬ'жвя вЛоя 'bWjox oяql/ox и b^jox nownmadeBd-d вэхэв1/ав £) BuuAdj 
охь 'ni/BEBHOb1 ино 'owhuaViHOH Axe BAeqi/оиэи ‘BuuAdj^d oxe - йн/Я U H и X > °H 'XH = D 01h 'снАявх 
)l AuuAdjtfou oiAHqi/BwdoH xaawn q июа '9 a noHqt/EwdoH-d:> вэхаваневн q iquuAdj // BuuAdjWou 'оюиь 
aoxaodu - d и BuuAdj - q яхэАи :nxD0Hqi/Bwd0H-dj 3MHai/at7'aduo Bt/oaa 'BHHade иньох ионнэахээьи1/ 
-оя э HxooHqi/BwdoH-j аихвнои xoiBdnmDBd v\\j 'и и a 1/ и [9] axogsd g °sh > X U H и XH — D 0ih 'снАявх 
X AuuAdjtfou xaawH j июа 'q a nowaBHi/ouotZ-s одвю вэхава^евн q ей // BuuAdjWou nquuAdjt/ou иомавн 
-i/ouotf-s одвю anHai/atfaduo i/вV эжмвх вдияэ -h'V sqxBxa аж иох g у a nwiqHhoaoHBxaadau-s вэхош1/ав 
Эlqdoxoя '// HWBUuAdjyou nwax иууээз BBHHa^odou '// BuuAdJtf'ou - osh atfj <osh > x U H и XH = D 01h 
'о(Лявх x AuuAdjt/ou oiAHqi/BwdoHgAa xaawn q июэ 'q a noHhoaoHBXoadau-s одвю вэхавхиьэ q iquuAdj ц 
BUuAdjfou -.anHai/ab’aduo aatnoiAtfa^D авЬ1 '0)qx30Hh0a0HBXDadau-s иодвю aowaeaiqEBH 'аихвнои i/aaa но 
и '([S] a z’l dawndu wd) nxooHqi/swdoH имвинэУпдодо HwiqHEed OHHamdaaoo вэхо<в1/ав qxooHqi/BwdoH-o 
и qxDOHhoaOHBxoadau-s охи 'i/nxawxo [5] а вдияэ 'H'V ’nouuAdjWou иояэао1/иэ иоЬ^квя о BHhoaoHexDad 
-au у июэ ‘у a noHhoaoHBxaadau-s вэхэвэ^евн у BuuAdjtfou :о)и11иэЬноя ©(А'таЛЬ’эю i/naBXDtfadu [f] а 
qi/aj9>) -j o 'nxDOwaBHi/ouotfo oV 9 iquuAdj iquuAdjtfou HXD0Hqi/Bwd0H-D аихвнои nirndnmDEd ино 'woEBd 
-go WHHBi '°h > X II Я и XH = D 01h 'chAmbx % AuuAdjWou хээми q июэ ‘q a how9bhi/ouo'd’-d вэхэва1Я£вн 
q iquuAdj н BuuAdjtfou ^HHai/atfaduo ээ^01АУэю hi/btf [£] a dt/ и ээтни!/од^эхээ1л/вд v [l7'£ B\A/9d09x 
‘Z] D £И Vi euuAdjtfou ввнql/в\л/иэявl^/ BBHqi/BwdoH-э BewnmgdEBd хэАахээ'гпАэ Bt/jon 'eWjox 0Hqi/0x и eWjox 
Bwnm9d£Bd 3 BuuAdj охи эжявх в '[i £ Bwadoax ‘z] D 8 noHqi/BwdoH-D вэхав1/ав q iquuAdj BuuAdjtfou beh 
1̂/В1Л/ИЭЯЕ1Л) ВЕ^ЖВЯ Е^ОЯ 'Et^JOX ОЯЯ1/ОХ И Btf-lOX BWHmadEBd £) BuuAdj OXh '1/ВЕЕЯОУ НО H 9 BЭBElПlEЖdэt7' 

-оэ 'q iquuAdj BuuAdjtfou BBHqi/BwdoH BBmqi/одиЕн - aVi ‘0ц > x U H и XH = D 0ih 'снАявх % AuuAdJ 
-tfou cHAHqi/BwdoH хаэии q июа 'q a noHqi/BwdoH-D вэхэва^ЕЕН q iquuAdj // BuuAdjt/ou :эинэ1/эЬ^ио

VMIS1VI/\1€1VIAI



BecHiK ВДУ. -  2022. -  № 3(116)

(2) Подгруппа H R /R  является S-перестановочной в G/R.
(3) Если К  примарна, т о  К  является S перестановочной в G то гд а  и то л ько  то гд а , когда 

0 V(G) <  NG(K ).
(4) Если Н <  К , т о  Н  является S-перестановочной в К.
(5) Если R <  К  и K /R  являются S-перестановочными в G/R, т о  К  S-перестановочна в G.
(6) Если К  S-перестановочна в G, т о  Н  П К  и (Н , К )  являются S-перестановочными в G.
(7) Н  П К  S-перестановочно в К.
(8) H /H G является нильпотентной .
Лемма 5. П усть А, В и N  -  подгруппы группы G, где А и У  sp-вложена в G, а N нормальна в G.
(1) Если N <  В и B /N  и У sp-вложены в G /R , т о  В является и  V sp-вложенной в G.
(2) Если В -  и У sp-вложенная подгруппа в G, т о  {А, В ) является и  У sp-вложенной в G.
(3) A /N  и  У sp-вложена в G /N .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А =  (L, Т), где L -  U -нормальная подгруппа, а Т -  S-перестановоч

ная подгруппа группы G.
(1) Пусть B /N  =  (V /N .W /N ) ,  где V /N  является U -нормальной в G /N , a W /N  S-перестановочна 

в G /N . Тогда В =  (V, W ), где V является U-нормальной в G по лемме 2.8(3) в [11], a W  S-перестано
вочна в G по лемме 4(5), таким образом, В -  это и У sp-вложенная подгруппа группы G.

(2) Пусть В =  {V, W ), где V -  U -нормальная, a W  -  S-перестановочная подгруппы группы G. Тогда
(А, В ) =  «L , Т), (V, W )) =  «L, V), (Т, W )), 

где (L ,V )  является Ц-нормальной в G по лемме 2.8(1) в [11] и (Т, W ) S-перестановочна в G по лем
ме 4(6). Следовательно, {А, В ) - и У  sp-вложенная в G.

(3) A /N  =  (L /N ,T /N ) ,  где L /N  является -нормальной в G /N  по леммам 2.8(2) в [11] и T /N  S-nepe- 
становочна в G /N  по лемме 4(2). Следовательно, A /N  и  V sp-вложена в G /N .

Лемма доказана.
Лемма 6. П усть G -  группа и Н <  К  <  G. Тогда выполняются следующие утверждения:
(1) HusG — и  V sp-вложенная подгруппа группы G и HsG <  HusG.
(2) Предположим, ч т о  Н является нормальной в G. Тогда ( К /H ) UŜ G/ H  ̂ — KusG/H .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  (1) Это очевидно из леммы 5(2) и того факта, что каждая S-перестановоч

ная подгруппа является и  V sp-вложенной в G.
(2) Пусть V /H  =  ( K /H ) US(G/ Hy  Итак, нам нужно доказать, что V /H  =  KusG/H .
Сначала обратим внимание, что V /H  <  К /Н  v tV /H  сгенерированы всеми такими подгруппами из 

К /Н  , которые являются и  V sp -вложенными в G /H  . Тогда из пункта (1) мы имеем, что 
V /H  u  V s p -вложена в G /H  . V u  V s p -вложена в G по лемме 5(1), V < К  , поэтому V <  KusG 
и V /H  <  KusG/H .

С другой стороны, поскольку KusG и  V sp-вложена в G согласно пункту (1), то KusG/ H - и  V sp-вло
женная подгруппа в С /Я  по лемме 5(3)-K usG <  К , поэтому KusG/H  <  К /Н .  Обратите внимание, что 
К /Н  и V sp-вложена в G/Н ,  значит, KusG/H  <  V /H .

Лемма доказана.
Лемма 7. П усть G -  группа, Н -  подгруппа группы G u p -  простое число. Тогда
(1) П усть N -  нормальная подгруппа из G и N  <  Н. Тогда Н -  слабо и V sp-вложенная подгруппа 

группы G т о гд а  и то л ь ко  то гд а , когда H /N  слабо и V sp-вложена в G /N .
(2) П усть Н <  К  <  G. Если Н слабо и  V sp-вложена в G, т о  Н  слабо и  V sp-вложена в К .
(3) Каждая р-подгруппа группы G является слабо и  V sp-вложенной в G.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  (1) Предположим, что Н слабо и  V sp-вложена в G. Тогда существует суб

нормальная подгруппа К  такая, что G — Н К , HusG <  К  и \Н  П К : HusG\ является р '-числом. Так как 
N <  Н, мы имеем, что N <  HusG <  К . Итак, G /N  =  (H /N ) ( K /N ), { H /N )us{g/n) =  HusC/N  <  K /N  по 
лемме 6(2) и |(Н /Л 0  П (K /N ) :  ( t f /W )us(G/w)I =  |(Я  П K ) /N :H usG/N \  =  \Н  П K :H usG| -  это р'-число. 
Следовательно, H /N  слабо и У  sp -вложена в G /N . Обратно, мы предполагаем, что H /N  слабо 
и У  s p -вложена в G /N . Учитывая, что K /N  является субнормальной подгруппой G /N , такой, что 
G /N  =  (H /N X K /N ), (M /N )Us(c/n) <  K /N  и | ( / / / /V )  П (K /N ) :  ( t f /A O us(c/JV)I -  это р'-число. Согласно 
лемме 3(2), К  является субнормальной в G . Поскольку (# /A 0us(g /n ) =  H usc/N  по лемме 6(2),
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Но поскольку р | |С| и р |  |G: Н\ по гипотезе, мы имеем, что р I |# | по теореме Лагранжа. Противоре
чие. Таким образом, G не является простой.

(3) Пусть N  -  минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда N <  G и G /N  является р-разре- 
шимой.

Согласно (2), N <  G. Если р { \G /N \, то G /N  р-разрешима. Если р е n (G /N )  и 3p(G/N) = 0, то G /N  
является р-группой и, следовательно, G /N  р-разрешима. Если р E n (G /N )  и 3p(G /N) *  0 ,  пусть 
H/N G 3 p(G/N). Тогда Н е 3 p(G). Согласно гипотезе, Н  слабо и V s p -вложена в G . Тогда H /N  слабо 
u V  s p -вложена в G /N  по лемме 7(1). Следовательно, при минимальном выборе G, G /N  является 
р-разрешимой.

(4) G имеет уникальную минимальную нормальную подгруппу, скажем, N , и N  является абелевой.
Предположим, что G имеет две различные минимальные нормальные подгруппы и N2 ■ Со

гласно (3), как G /N l l  так и G /N 2 являются р-разрешимыми. Поскольку G =  G /(N t  П N2)  изоморфно 
подгруппе G/N-l х  G /N 2, из этого следует, что G р-разрешима, противоречие. Таким образом, G имеет 
уникальную минимальную нормальную подгруппу N.

Последнее противоречие. Согласно (4), G имеет уникальную минимальную нормальную подгруппу 
N . Исходя из (3), G /N  является р-разрешимой. Согласно лемме 9(1), Фр(С) p -замкнута. Следова
тельно, если N <  Фр (<7), мы имеем, что G является р-разрешимой, противоречие. Таким образом, 
N <  Фр СС). Тогда существует некоторая M e  3 p(G) такая, что N  ^  М . Согласно предположению, М  
слабо u V  s p -вложена в G . По определению, существует субнормальная подгруппа К  такая, 
что G — М К , MusG <  К  и \М C \K :M usG | является р '-числом. Либо MusG = 1, либо M usG ф 1. Если 
MusG -  1, то М П К  -  это р'-группа. Теперь очевидно следует, что \К : М Г\ К \ -  это р'-число, и поэтому 
К  -  это р'-группа. Затем, согласно лемме 3(4), К  <  0p,(G )  и, следовательно, N <  Op,(G ) .  Согласно (3), 
G /N  р-разрешима. Следовательно, G является р-разрешимой, что является противоречием.

Если MusG ф 1, обозначим А — M usG. Обратим внимание, что Л u V sp-вложена в G по лемме 6(1). 
Следовательно, А =  (L .T )  для некоторой U -нормальной подгруппы L и S -перестановочной под
группы Т из G. Рассмотрим А с . Если Ас Ф 1, то N <  AG согласно пункту (4). Итак, N <  А с <  MusG <  М, 
противоречие. Таким образом, А с = 1. Теперь предположим, что L = 1. Тогда А =  Т является 5-пере- 
становочной, поэтому, согласно лемме 10, А ° нильпотентна. Поскольку G не является р-разрешимой, 
из этого следует, что A G <  G. Тогда N <  Ас и, таким образом, N является нильпотентной. Следова
тельно, G р-разрешима, что является противоречием. Таким образом, L Ф 1. Тогда из LG <  A G — 1 мы 
получаем, что N < LG = G < Z U(G). Следовательно, N  является циклической, вопреки утверждению (4).

Теорема доказана.
Теорема 1 и лемма 12 приводят к следующему следствию
Теорема 2. П усть G -  группа u p  6 n(G ). Тогда G является р-разрешимой т о гд а  и то л ь ко  то гд а , 

когда каждый элем ент %  слабо и  V sp-вложен в G.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Предположим, что теорема ложна, и пусть G будет 

контрпримером минимального порядка. Если 3p(G) = 0, то G -  это р-группа. Таким образом, G р-раз
решима, что является противоречием. Пусть N -  минимальная нормальная подгруппа G. Мы рассмат
риваем фактор-группу G /N . Учитывая H/N  G Зр(G/N), мы имеем, что р -f \G /N \H /N \ =  \G\H\.  Следо
вательно, Н е Зр(£)• Согласно лемме 7(1), каждый элемент % (G/N) слабо и  V sp-вложен в G /N . Таким 
образом, G /N  р-разрешима. Применяя стандартные аргументы, мы имеем, что N  является единствен
ной минимальной нормальной подгруппой G, N  неабелева и p ||/V j. Если N <  <Pp(G ), то по [3, 1.1] 
N  разрешима. Тогда G является р-разрешимой, противоречие.

Пусть М  G Зр(6). Согласно гипотезе, М  слабо и  V sp-вложена в G. По определению, G имеет суб
нормальную подгруппу К  такую, что G =  М К , MusG <  К  и \М  П К : MusG | является р'-числом.

Если MusG Ф 1, обозначим Т =  MusG. Обратим внимание, что Т и V sp-вложена в G по лемме 6(1). 
Следовательно, Т =  (V, W ) для некоторой U -нормальной подгруппы V и S -перестановочной под
группы W  из G. Рассмотрим TG. Если Тс Ф 1, то TG =  G, противоречие. Таким образом, TG = 1. Теперь 
предположим, что V = 1. Тогда Т  =  W  является S -перестановочной, а также субнормальной. По
скольку ] / \ 7 < Т Ф 0 , \ №  = 1 п о  гипотезе. Следовательно, Т = V. Тогда из VG <  TG =  1 мы получаем, что 
7е = G < ZU(G). Таким образом, G р-разрешима, что является противоречием.
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