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Аннотация. Подгруппа A группы G называется tcc-подгруппой в G, если существует подгруппа T группы G такая, что 

G=AT и для любого X A  и для любого Y T  существует элемент ,u X Y   такой, что .uXY G  Предположим, 

что G = AB – произведение двух p-разрешимых tcc-подгрупп A и B. Получена зависимость оценки p-длины группы G 
от ступени нильпотентности и числа образующих подгрупп pA  и ,pB  где pA  и pB  – силовские p-подгруппы  

подгрупп A и B соответственно. 
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Abstract. A subgroup A of a group G is called tcc-subgroup in G, if there is a subgroup T of G such that G=AT and for any 

X A  and for any Y T  there exists an element ,u X Y   such that .uXY G  Suppose that G = AB is a product of two  

p-soluble tcc-subgroups A and B. We give a bound of the p-length of G from the nilpotent class and the number of generators of 

pA  and ,pB  where pA  and pB  are the Sylow subgroups of A and B respectively. 
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Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 

Используемые обозначения и определения стан-
дартны, их можно найти в [1]. 

Пусть G – p-разрешимая группа. Это озна-
чает, что она обладает нормальным рядом 

0 11 ,nG G G G     

в котором каждая фактор-группа 1 /i iG G  явля-

ется либо p-группой, либо p -группой. Поэтому 

для такой группы можно определить ( , )p p -ряд: 

0 0 1 1 21 ,l lP N P N P P N G         

где / ( / )i i ip
N P O G P  – наибольшая нормальная 

p -подгруппа в / ,iG P  а 1 / ( / )i i p iP N O G N   – 

наибольшая нормальная p-подгруппа в / .iG N  

Наименьшее натуральное число l такое, что 
,lN G  называют p-длиной группы G и обозна-

чают через ( ).pl G  

Большое значение для теории p-разреши-
мых групп имеет статья Ф. Холла и Г. Хигмена 
[2], в которой введено понятие p-длины p-разре-
шимой группы и установлена связь между ее 
оценками и некоторыми характеристиками ее 
силовской p-подгруппы. В частности, доказано, 
что p-длина p-разрешимой группы G не превыша-
ет ступени нильпотентности ( )pc G  и числа 

образующих ( )pg G  силовской p-подгруппы pG  

группы G.  
Эта тематика нашла свое развитие в работах 

А.Х. Журтова, В.Д. Мазурова и С.А. Сыскина 
[3], [4]. Одним из результатов этих работ являет-
ся следующее утверждение: если G – p-разреши-
мая группа с силовской p-подгруппой, изоморф-
ной силовской подгруппе группы Шмидта, то  
p-длина не превышает 1. Отсюда, в частности, 
следует, что разрешимая группа, представимая в 
виде произведения двух подгрупп Шмидта вза-
имно простых порядков, имеет p-длину, не 
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превышающую 1 для всех ( )p G  [5]. В.Н. Кня-

гина и В.С. Монахов [6] рассмотрели более об-
щую ситуацию: если A и B – подгруппы Шмидта 
конечной p-разрешимой группы G и ,G AB  то 
p-длина группы G не превышает 2. 

В последние десятилетия большой попу-
лярностью пользуется направление исследова-
ний, связанное с изучением строения групп 

,G AB  у которых некоторые системы подгрупп 
из сомножителей A и B перестановочны, см. [7]. 
Напомним, что подгруппы A и B группы G назы-
ваются перестановочными, если .AB BA  Заме-
тим, что равенство AB BA  равносильно тому, 
что .AB G  Среди множества результатов этой 
тематики отдельное место занимают работы, ко-
торые посвящены нахождению зависимости ме-
жду числовыми инвариантами (нильпотентая 
длина, p-длина и др.) факторизуемых групп и 
числовыми инвариантами их сомножителей, свя-
занных между собой заданными условиями пере-
становочности, см. [8]–[10]. 

В работе [11] было введено следующее 
Определение. Подгруппа A группы G назы-

вается tcc-подгруппой в G, если она удовлетво-
ряет следующим условиям: 

1) в G существует подгруппа T такая, что 
;G AT  

2) для любого X A  и для любого Y T  
существует элемент ,u X Y   такой, что 

.uXY G  
Подгруппу T в дальнейшем будем называть 

tcc-добавлением к подгруппе A в группе G. 
В работе [12] были исследованы производ-

ная и нильпотентная длины группы ,G AB  где 
A и B – разрешимые tcc-подгруппы группы G. 
Кроме того, для p-разрешимых подгрупп A и B 
доказано, что G p-разрешима и  

( ) 1 max{ ( ), ( )}.p p pl G l A l B             (0.1) 

Так как ( ) ( )p pl G c G  и ( ) ( ),p pl G g G  то из 

(0.1) следует, что 
( ) 1 max{ ( ), ( )}p p pl G c A c B   

и              ( ) 1 max{ ( ), ( )}.p p pl G g A g B           (0.2) 

Оценки (0.2) уточнены в следующей теореме. 
Теорема. Пусть G AB  – произведение  

tcc-подгрупп A и B. Если A и B p-разрешимы, то 
G p-разрешима и справедливы следующие ут-
верждения: 

(1) ( ) max{ ( ), ( )};p p pl G c A c B  

(2) ( ) max{ ( ), ( )}.p p pl G g A g B  

 
1 Вспомогательные результаты 
Запись H G  означает, что H – подгруппа 

группы G. Подгруппы Фраттини и Фиттинга 
группы G обозначаются через ( )G  и ( ).F G  

Запись G A B   означает полупрямое произве-
дение с нормальной подгруппой A. 

Группа G называется примитивной, если в 
G существует максимальная подгруппа M с еди-
ничным ядром 1.x

G x GM M    В этом случае 

подгруппа M называется примитиватором груп-
пы G. 

Произведение G AB  называется tcc-пере-
становочным [13], если для любых X A  и 
Y B  существует элемент ,u X Y   такой, что 

.uXY G  
Лемма 1.1 [теорема 1, предложения 1-2]. 

Пусть G AB  – tcc-перестановочное произве-
дение подгрупп A и B. Предположим, что N – 
минимальная нормальная подгруппа группы G. 
Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) { , } {1, };A N B N N    

(2) если N A B   или 1,A N B N     

то | | ,N p  где p – простое число. 

Напомним, что ( )pF G  – это наибольшая 

нормальная p-нильпотентная подгруппа группы 
G, равная произведению всех p-нильпотентных 
нормальных подгрупп группы G. 

Если в группе G имеется нормальная под-
группа pG   такая, что ,p pG G G   то группа G 

называется p-нильпотентной. 
Лемма 1.2 [14, II.3.2]. Пусть G – p-разре-

шимая группа такая, что ( / )pl G K k  для всех 

неединичных нормальных подгрупп K группы G, 
но ( ) .pl G k  Тогда справедливы следующие ут-

верждения: 
(1) ( ) 1;G   

(2) ( )pF G  – элементарная абелева p-группа; 

(3) ( )pF G  – единственная минимальная 

подгруппа группы G и ( ) ,pG F G M   где M – 

примитиватор группы G; 
(4) ( ( )) ( ).G p pC F G F G  

Лемма 1.3 [12, лемма 2.6]. Пусть A – соб-
ственная неединичная tcc-подгруппа примитив-
ной группы G и Y – tcc-добавление к A в G. Пред-
положим, что N – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы G. Если 1N A   
и ,N Y  то A – циклическая группа порядка, 
делящего p – 1. 

Лемма 1.4. Пусть p – p-группа и N – нор-
мальная в p подгруппа. Тогда 

( / ) ( ) 1,g P N g P                    (1.1) 

если ( ).N P  

Доказательство. Из [1, теорема 3.22] сле-
дует, что ( ) / ( / ).P N N P N    Так как P –  

p-подгруппа, то / ( )P P  – элементарная абелева 

p-подгруппа и  
( / ) / ( ( ) / )

/ ( ) ( / ( )) / ( ( ) / ( ))

P N P N N

P P N P P P N P


    


 

 

элементарная абелева p-подгруппа. 
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Тогда из [1, теорема 3.25 (3)] следует, что 
( / ) ( ) / .P N P N N    Поэтому 

( / ) ( ) / .P N P N N    

Пусть ( )g P m  и ( / ) .g P N k  Тогда по [1, 

теорема 3.25 (4)] | / ( ) | mP P p   и 

| ( / ) / ( / ) |

| / ( ) |
| / ( ) |

| ( ) / ( ) |

kp P N P N

P P
P P N

P N P

  


   
 

 

,
| ( ) / ( ) | | / ( ) |

m m
mp p

p
P N P N P N

  
   

 

так как ( )N P  и ( ) .N P N   

Таким образом, .k m  Поэтому ( / ) ( )g P N g P  

или ( / ) ( ) 1.g P N g P                                            

 
2 Доказательство теоремы 
По [12, теорема] группа G p-разрешима. 
Пусть  

max{ ( ), ( )}p p cc A c B k  и max{ ( ), ( )} .p p gg A g B k  
Покажем, что ( )p cl G k  и ( ) .p gl G k  Предпо-

ложим, что теорема неверна и G – контрпример 
наименьшего порядка. Пусть N – неединичная 
минимальная нормальная подгруппа. Тогда 

/AN N  и /BN N  p-разрешимы и являются tcc-
подгруппами в / .G N  Тогда по выбору группы G 

( / ) max{ ( / ), ( / )}p p pl G N c A N N c B N N  
и ( / ) max{ ( / ), ( / )}.p p pG N g A N N g B Nl N  

Так как  
( / ) ( )p pc A N N c A  и ( / ) ( ),p pc B N N c B  

а также 
( / ) ( )p pg A N N g A  и ( / ) ( ),p pg B N N g B  

то ( / )p cl G N k  и ( / ) .p gl G N k  

Очевидно, что ( ) 1.pO G   По лемме 1.2 

( ) 1G   и группа G имеет единственную мини-

мальную нормальную подгруппу N такую, что 
( ) ( ) ( )G pN C N F G O G    и G N M   – при-

митивная группа с примитиватором M. 
Пусть Y – tcc-добавление к подгруппе A в 

группе G. По лемме 1.1 либо | | ,N p  либо 

N A  и 1,N Y   либо 1N A   и .N Y  
Анналогично и для подгруппы B и ее tcc-до-
бавления X в G: либо | | ,N p  либо N B  и 

1,N X   либо 1N B   и .N X  

Если | | ,N p  то /G N  изоморфна цикли-

ческой группе автоморфизмов группы N. Следо-
вательно, G сверхразрешима и ( ) 1.pl G   Значит 

( )p cl G k  и ( ) ,p gl G k  противоречие. 

Если 1 ,N A N B     то по лемме 1.3 A и 
B циклические. Тогда G сверхразрешима, проти-
воречие. 

Пусть .N A B   Поэтому .pN A  Тогда  

( ) ( ) ( )
pp A AZ A C N C N    

( ) .GC N A N B N      
Следовательно, ( / ) ( ) 1.p pc A N c A   Аналогично 

( / ) ( ) 1.p pc B N c B   

Таким образом, 
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ), ( )} 1.

p p p

p p

l G N c A N c B N

c A c B

 

 
 

Тогда 
( ) ( / ) ( )

max{ ( ), ( )} 1 1 max{ ( ), ( )}.

p p p

p p p p

l G l G N l N

c A c B c A c B

  

   
 

Поскольку G N M   и ,pN A  то 

( )p pA N A M   и ( ).pN A  По лемме 1.4 

( / ) ( ) 1.p pg A N g A   Аналогично 

( / ) ( ) 1.p pg B N g B   

Таким образом,  
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ), ( )} 1.

p p p

p p

l G N g A N g B N

g A g B

 

 
 

Тогда ( ) max{ ( ), ( )}.p p pl G g A g B  

Пусть 1N Y N B     и .N A X   По 
лемме 1.3 подгруппа B циклическая, порядка 
делящего 1.p   Поэтому 1pB   и ( ) 0pc B   

( ( ) 0).pg B   

Таким образом, 
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ) 1,0}

p p p

p

l G N c A N c B N N

c A

 

  
 

( ) 1 max{ ( ), ( )} 1.p p pc A c A c B     

Аналогично 
( / ) max{ ( / ), ( / )}

max{ ( ) 1,0}

p p p

p

l G N g A N g B N N

g A

 

  
 

( ) 1 max{ ( ), ( )} 1.p p pg A g A g B     
Тогда ( )p cl G k  и ( ) ,p gl G k  противоречие. 

Аналогичные рассуждения справедливы для 
случая 1N X N A     и .N B Y                 
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