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Пусть F  – непустой класс Фиттинга конечных групп. Класс Фиттинга F  называют X -нормальным или нормальным 

в классе конечных групп ,X  если F X  и для любой группы GX  её F -радикал является F -максимальной под-

группой группы G  Если X  – класс всех конечных разрешимых групп, то X -нормальный класс Фиттинга называют 
нормальным. В теории нормальных классов Фиттинга известна проблема Дёрка – Хоукса о том, что если X  – класс 

Фиттинга и 2 X X  то является ли пересечение двух неединичных X -нормальных классов Фиттинга неединичным 

X -нормальным классом Фиттинга. В работе получено положительное решение данной проблемы без требования 
2X X  для произвольного семейства неединичных X -нормальных классов Фишера частично разрешимых групп в 

случае, когда X  – класс Фишера такой, что p N X X  для некоторого простого p.  

 
Ключевые слова: класс Фиттинга, X -нормальный класс Фиттинга, F -радикал, пересечение классов Фиттинга. 

 
Let F  be a non-empty class of finite groups. A Fitting class F  is said to be X -normal or normal in a class of finite groups X  

if F X  and for all GX  an F -radical of G is F -maximal in G. If X  is a class of all soluble finite groups, then X -normal 

Fitting class is called normal. In the theory of normal Fitting classes the problem of Doerk and Hawkes is well known. Let X  

be a Fitting class and 2.X X  Is the intersection of two non-trivial X -normal Fitting classes always non-trivial X -normal Fit-

ting class? In this paper a positive answer to this question without the requirement that 2X X  for the case of arbitrary family 

of non-trivial X -normal Fischer classes partially soluble groups, where  X  is a Fischer class such, that p N X X  for some 

prime p is given.  
 
Keywords: Fitting class, X -normal Fitting class, F -radical, intersection of Fitting classes. 

 
 

Введение 
В работе все рассматриваемые группы ко-

нечны. Класс групп F  называют классом Фит-
тинга, если он замкнут относительно нормаль-
ных подгрупп и произведений нормальных F -под-
групп. Из определения класса Фиттинга следует, 
что для любого непустого класса Фиттинга F  в 
каждой группе G существует наибольшая нор-
мальная F -подгруппа, которую обозначают .GF  

Её называют F -радикалом G. Подгруппу H 
группы G называют F -максимальной в G, если 
H F  и из условия H K G    K F  следует, 
что H K   

Напомним, что F -инъектором группы G 
называют такую её подгруппу V, что для любой 
субнормальной подгруппы N группы G пересе-
чение V N  является F -максимальной под-
группой N. 

Класс Фиттинга F  называют нормальным 
[1, определение 1.1], если для любой разрешимой 

группы G её F -инъектор является нормальной 
подгруппой G, т. е. для любой разрешимой груп-
пы её F -радикал является F -максимальной под-
группой G. 

Основополагающий результат в теории 
нормальных классов Фиттинга был получен 
Блессенолем и Гашюцом [1, теорема 6.2] о том, 
что пересечение всех неединичных нормальных 
классов Фиттинга есть неединичный нормаль-
ный класс Фиттинга. Из теоремы следует, что 
существует наименьший неединичный нормаль-
ный класс Фиттинга. Значимость понятия нор-
мального класса Фиттинга подчеркивает тот 
факт, что, используя наименьший нормальный 
класс Фиттинга, Гашюц в работе [2] выявил но-
вые свойства разрешимых радикалов произволь-
ных групп. 

В последующем Лауэ [3], развивая теорию 
нормальных классов Фиттинга в общем случае 
неразрешимых групп, была предложена локали-
зация понятия свойства нормальности классов 
Фиттинга в смысле следующего определения. 

МАТЕМАТИКА
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Определение 0.1 [3, определение 1.1]. Пусть 
F  – непустой класс Фиттинга. Класс F  назовем 
X -нормальным или нормальным в классе групп 
X  (обозначают ),F X  если F X  и для лю-

бой группы GX  её F -радикал является F -мак-
симальной подгруппой G. Заметим, что в случае, 
когда ,X S  где S  – класс всех разрешимых 
групп, F  является нормальным в смысле опре-
деления Блессеноля – Гашюца из [1]. 
 Напомним, что классом Фишера называют 
класс Фиттинга ,F  если из того, что ,K G  
G F  K H G   и H K  – p-группа для неко-
торого простого p, следует H  F  

Класс групп F  называют гомоморфом, если 
из условия G F  K G  следует G K  F  

Произведением классов Фиттинга F  и H  
называют класс групп ( )G G G    FFH H  Хо-

рошо известно, что произведение классов Фит-
тинга является классом Фиттинга и операция 
умножения классов Фиттинга ассоциативна [4, 
теорема IX.1.12 (a), (c)]. 

Пусть F  – класс групп и ( ) F  – множество 

всех простых делителей всех групп из .F  Тогда 

символом ( ) FS  будем обозначать класс всех 
( ) F -разрешимых групп. 

В работе [5] нами было получено развитие 
теоремы Блессеноля – Гашюца [1, теорема 6.2] 
для произвольных классов Фиттинга. Пусть X  – 
класс Фишера, }{ i i I F  – множество X -нор-

мальных классов Фиттинга, которые являются 
гомоморфами, и i

i I
 F F  Было установлено [5], 

что если ( )  FF X FS  то F  является X -нор-
мальным классом Фиттинга. Понятно, что тео-
рема Блессеноля – Гашюца является специаль-
ным случаем указанной теоремы при  X S  

Заметим, что в работе [1] (см. также [4, гла-
ва X.3]) изучались пересечения неединичных 
нормальных классов Фиттинга. Однако, как по-
казывает следующий пример, не всегда пересе-
чение неединичных нормальных классов Фит-
тинга будет неединичным классом Фиттинга. 

Символом pN  будем обозначать класс всех 

p-групп (p – простое число), (1) – класс всех еди-
ничных групп. 

Пример 0.2 [6, замечание 3.1.12]. Пусть   – 
множество всех натуральных чисел, 1 2{ }p p …   – 

множество всех простых чисел и X  

1ip p
i

  

N N  Как установлено в [6] k F  

i kp p
i i k  

  

N N  – X -нормальный класс Фит-

тинга для любого k   и (1)k
k

 

F  

Очевидно, что в примере 0.2 2 X X  В свя-
зи с этим, Дёрком и Хоуксом была сформулиро-
вана следующая проблема. 

Проблема 0.3 [4, c. 716]. Пусть X  – класс 

Фиттинга и 2 X X  Является ли пересечение 
двух неединичных X -нормальных классов Фит-
тинга неединичным X -нормальным классом 
Фиттинга? В частности, верно ли это для случая 
X  E  где E  – класс всех групп? 

Пример 0.2 показывает, что если 2 X X  то 
проблема Дёрка – Хоукса в общем случае реша-
ется отрицательно. Это приводит к постановке 
задачи нахождения семейств классов Фиттинга, 
для которых проблема 0.3 решается положитель-
но без условия 2.X = X  Решение такой задачи – 
основной результат настоящей работы. 

Нами определены условия, при которых 
указанная проблема 0.3 решается положительно 
даже в случае, когда 2X X  в универсуме обоб-
щенно разрешимых групп. Доказана 

Теорема 0.4. Пусть X  – класс Фишера, 
}{ i i I F  – семейство неединичных X -нормаль-

ных классов Фишера, i
i I

 F F  и p N X X  для 

некоторого простого числа p. Если ( ) FX FS  

то F  является неединичным X -нормальным 
классом Фиттинга. 
 

1 Предварительные сведения 
В определениях и обозначениях мы следуем 

[4]. Приведем некоторые основные понятия и в 
качестве лемм известные утверждения, которые 
мы будем использовать для описания методов 
построения локально нормальных классов Фит-
тинга и доказательства основного результата. 

Лемма 1.1 [4, лемма A.1.2 (a)]. Пусть U, V и 
W – подгруппы группы G. Тогда U VW   

( )( )U V U W    эквивалентно UV UW   

( )U V W    
 Лемма 1.2 [4, лемма IX.1.1 (a)]. Пусть G – 
группа, F  – непустой класс Фиттинга. Если 

,N G  то N N G  F F  

Пусть   – множество всех простых чисел, 
  и     

Напомним, что если F  – класс групп и G – 

группа, то ( ) {G p p     и | }p G   и ( ) F  

{ ( ) }F F     F  

Символом S  будем обозначать класс всех 
 -разрешимых групп. 

Приведем вначале следующие леммы, которые 
представляют свойства F -инъектора группы G. 

Лемма 1.3. Пусть F  – класс Фиттинга и 
      Тогда справедливы следующие ут-
верждения: 

(1) [7, теорема А(1)] если ( )G  FFS  то в G 

существует F -инъектор и любые два F -инъек-
тора сопряжены в G; 
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(2) [8, теорема 2.4.27] если G – группа та-
кая, что G G  F S  то в G существуют F -инъ-

екторы и любые два из них сопряжены в G. 
Мы используем следующую модификацию 

теорем Шеметкова [9]. 
Лемма 1.4. Пусть F  – класс Фиттинга, G – 

 -разрешимая группа, где ( )   F  Справедли-

вы следующие утверждения: 
(1) [9, теорема 2.2] группа G обладает по 

крайней мере одним F -инъектором и любые два 
F -инъектора сопряжены в G; 

(2) [9, теорема 2.3(1)] если V – F -инъектор 
G и V R G    то V – F -инъектор R. 

Лемма 1.5. Пусть F  – класс Фиттинга, 
тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) [4, замечание IX.1.3 (a)] если K – суб-
нормальная подгруппа группы G и V – F -
инъектор G, то V K  – F -инъектор K; 

(2) [4, замечание IX.1.3 (b)] если V – F -инъ-

ектор G и G G    – изоморфизм, то V   – 

F -инъектор G   

(3) [10, теорема 2.5.11] если ( )G  FFS  и V – 
F -инъектор G, причем U – подгруппа G, содер-
жащая V, то V – F -инъектор U. 

Напомним, что для каждого непустого клас-
са Фиттинга F  через *F  обозначают наимень-
ший из классов Фиттинга, содержащий ,F  та-
кой, что для всех групп G и H справедливо ра-
венство ( )G H G H     

F F F
 Если класс 

* ,F F  то класс Фиттинга F  называют классом 
Локетта [11]. 

Через G H  мы будем обозначать регуляр-

ное сплетение групп G и H, через G  – базисную 
группу G H   

Лемма 1.6 [4, предложение X.2.1 (a)]. Пусть 
F  – класс Локетта и группа G F  Тогда 

( ) ( )G H GF F

  для любой группы H. 

Используемые нами в дальнейшем свойства 
операторов Локетта, представляет следующая 
лемма. 

Лемма 1.7. Пусть F  – класс Фиттинга. 

(1) [4, лемма X.1.3] Если группа G  F  то 

G G F  – абелева группа. 

(2) [4, теорема Х.1.15]  F F  
Пусть F  – класс Фиттинга. Тогда символом 

( )R F  обозначим класс всех групп G, в которых 

GF  является F -максимальной подгруппой G, 

символом pZ  – циклическую группу простого 

порядка p. 
Если X  – класс групп, то nS (G G H  X  

для некоторой )H  X  Класс X  называется 

замкнутым относительно субнормальных под-
групп, если nS  X X  

Лемма 1.8 [6, лемма 3.1.6 (a)]. Пусть F  – 

класс Фиттинга, X  – класс, замкнутый отно-
сительно субнормальных подгрупп такой, что 

( )R X F  Если G – разрешимая группа мини-

мального порядка такая, что \ ( )G R X F  и V – 

F -инъектор G, то в G существует единствен-
ная максимальная нормальная подгруппа N та-
кая, что G VN   V N G  F  и pV G Z F  для 

некоторого p   

Напомним, что подгруппа H группы G на-
зывается  -холловой подгруппой, если H  явля-

ется  -числом, а индекс G H  –  -числом. 

Пусть F  – класс Фиттинга и    Для по-

строения X -нормальных классов Фиттинга мы 
будем использовать конструкцию класса Фит-
тинга  F  которая была определена Локеттом в 
[12] следующим образом: разрешимая группа 
G F  тогда и только тогда, когда F -инъектор 
G содержит некоторую холлову  -подгруппу G. 

В частности, если { }p    то класс { }pF  будем 

обозначать p F  
Характеристикой класса групп F  называ-

ется множество Char( ) { }pp Z    F F  

Лемма 1.9 [12, теорема 3.2]. Пусть X  и Y  – 

классы Фиттинга разрешимых групп, G – раз-
решимая группа и Char( )  Y  Пусть группа T – 

X -инъектор G X
 такая, что T нормализуется не-

которой холловой  -подгруппой G  группы G. Ес-

ли V T  – Y -инъектор TG T    то V – XY -инъ-

ектор G. В частности, если Char( ) Y   и 

U G X  – Y -инъектор G G X  то U – XY -инъ-

ектор группы G. 
Лемма 1.10 [13, лемма 2.2]. Если F  – класс 

Фишера, то ( ) Char( )  F F  

Лемма 1.11 [4, предложение X.1.25]. Каж-
дый класс Фишера является классом Локетта. 
 

2 О методах построения X -нормальных 
классов Фиттинга 

В настоящем разделе мы докажем ряд ут-
верждений, которые описывают методы по-
строения X -нормальных классов Фиттинга. 
 Заметим, что для класса групп ,X  в кото-
ром существуют F -инъекторы, ввиду [7, лемма 

2.2 (1), (2)] понятие X -нормальности (см. опре-
деление 0.1) совпадает с понятием X -нормаль-
ности в смысле следующего определения. 

Определение 2.1. Пусть F  – непустой класс 

Фиттинга. Класс F  называют X -нормальным 
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или нормальным в классе групп ,X  если F X  

и для любой группы GX  её F -инъекторы яв-
ляются нормальными подгруппами G. 

Символом N  будем обозначать класс всех 
нильпотентных групп. 

Предложение 2.2. Пусть F  – класс Фит-

тинга и  X FN  Тогда .F X  В частности, 

если * ,X F  то *.F F   

Доказательство. Пусть  X FN  Очевидно, 

что  F X  Пусть G X  Тогда G G  F N  Так 

как  N S  то GFS  и по утверждению (2) 
леммы 1.3 в G существуют F -инъекторы и лю-
бые два из них сопряжены в G. Пусть V – F -инъ-

ектор группы G, то V G G G  F F  Следова-

тельно, V G  и V G F  С другой стороны, 

V G F  Значит, V G F  и F  является X -нор-

мальным классом Фиттинга. 
Пусть  X F  По утверждению (2) леммы 

1.7 имеем  F X  Пусть G X  Тогда по утвер-

ждению (1) леммы 1.7 G G F  – абелева группа и 

G G  F N  Следовательно, GFN  и F  – X -нор-

мальный класс Фиттинга.                                       

Предложение 2.3. Пусть F  H  и X  – 

классы Фиттинга и   F H X  Тогда справед-
ливы следующие утверждения: 

(1) если F X  то F H  

(2) если  X FN  то H X  
Доказательство. (1) По условию F  норма-

лен в X   Значит, для любой группы GX  её 
F -радикал является F -максимальной подгруп-

пой G. Пусть H  H  Так как  H X  то F -ра-
дикал группы H является F -максимальной под-
группой H и класс F H  Утверждение (1) дока-
зано. 

(2) Пусть H  – класс Фиттинга такой, что 

  F H X  Так как   H X FN HN  и по 

предложению 2.2 H HN  то ввиду (1) H X  
Предложение 2.4. Пусть F  и H  – классы 

Фиттинга такие, что ( )  FF H S  M  – 

класс Фиттинга ( ) F -разрешимых групп. Спра-

ведливы следующие утверждения. 
(1) Если ( ) ( )   F M  и F H  то 

F HM  В частности, F FM  
(2) Если F H  и  M H  то  F M M   

Доказательство. (1) Пусть ( )  F  и 

G HM  По утверждению (1) леммы 1.4 в груп-
пе G существуют F -инъекторы и любые два из 
них сопряжены в G. Тогда V – F -инъектор G. 

Так как ( )V   FF S  и ( )  F  то по теореме 

Чунихина V V G     где G  и V  – холловы 

 -подгруппы групп G и V соответственно. Так 
как G HM  то G G    H M S  Тогда ввиду ус-

ловия ( ) ( )   F M  следует, что G G  H E  

и G G  H  Следовательно, V G G H  и по ут-

верждению (2) леммы 1.4 V – F -инъектор G H  

По условию F H  и поэтому GF  – F -инъ-

ектор G. Следовательно, F HM  Утверждение 
(1) доказано. 

(2) Пусть G M  Так как по условию 
M H  и F H   то  GH   и  GF   является  

F -максимальной подгруппой G. По свойству 

радикалов получаем G G  F M F  Так как 

G  F F M  и G GF   то GF  – нормальная 

F M -подгруппа G. По определению F M -ра-
дикала получаем G G  F F M  Значит, G G  F F M  

Пусть существует группа K такая, что 
K F M  и G K G   F M  Так как   F M F  

то K F  и G   F M F  Ввиду G G  F F M  по оп-

ределению F -максимальной подгруппы K G  F M  

Значит, G F M  – ( )F M -максимальна в G. Ут-

верждение (2) доказано.                                          
В следующих трёх утверждениях мы опи-

шем методы построения X -нормальных классов 
Фиттинга в универсуме S  всех разрешимых 
групп. 

Предложение 2.5. Пусть F  – класс Фит-

тинга и 2 X FN  Если F X  то либо F S  
(1) F  

Доказательство. Предположим, что класс 
F  не является нормальным классом Фиттинга. 
Пусть G – группа минимального порядка такая, 
что её F -радикал не совпадает с F -инъектором G. 
Ввиду леммы 1.8 существуют простые числа p и q 
такие, что q pG FN N  Так как 2

q p  FN N FN  

то получаем противоречие c условием F X  
Следовательно, F  является нормальным классом 
Фиттинга.                                                                  

Предложение 2.6. Пусть F  – класс Фит-
тинга и X  – класс Фишера. Тогда следующие 
утверждения эквиваленты: 

(1)  X FN  
(2) если F X  то для всех классов Фит-

тинга H  таких, что   F H X  класс H X  
Доказательство. (1) (2)   Пусть H  – 

класс Фиттинга такой, что   F H X  По ут-
верждению (2) предложения 2.3 получаем 

.H X   
Докажем, что (2) (1)   Предположим от 

противного, что X FN  Пусть G – группа ми-

нимального порядка из класса \ X FN  
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Если предположить, что в G существуют 
две различные максимальные нормальные под-
группы 1M  и 2M   то ввиду выбора G имеем 

1M FN  и 2M  FN  Следовательно, 1 2M M   

G  FN  Полученное противоречие доказыва-

ет, что GFN  – единственная максимальная нор-

мальная подгруппа группы G. 

Тогда G G p FN  и ( )pO G G    Так как 

F  нормален в X  то GF  – F -инъектор G и по 

утверждению (3) леммы 1.5 GF  – F -инъектор 

группы pG 
F

 Следовательно, по лемме 1.9 под-

группа pG GF  – pFN -инъектор G, где pG  – си-

ловская p-подгруппа группы G. Так как X  – класс 
Фишера, то pG G  F X  Следовательно, pG GF  – 

p FN X -инъектор G. Так как p   F X XFN  

то по условию утверждения (2) pG G GF   Вви-

ду ( )pO G G    p pG G G G   F FN FN  По-

лучили противоречие с выбором группы G. Та-
ким образом,  X FN                                            

Напомним, что символом ( )pO G  обознача-

ют наибольшую нормальную p-подгруппу группы 
G, символом GN  – нильпотентный радикал G. 

Предложение 2.7. Пусть F  H  и M  – 
классы Фиттинга такие, что  F H  Справед-
ливы следующие утверждения. 

(1) Если N F  и F H  то для любого 
класса M  верно MF MH   

(2) Пусть  N F  Тогда следующие утвер-
ждения эквивалентны: 

(a) F H  
(b) NF NH  
Доказательство. (1) Пусть G MH  По ут-

верждению (1) леммы 1.4 в группе G существуют 
F -инъекторы и любые два из них сопряжены в G. 
Покажем, что для любой группы G её MF -инъ-

ектор совпадает с G MF  Так как  N F  то 

Char( )  F   Если подгруппа V G M  – F -инъ-

ектор группы G G M  то по лемме 1.9 получаем, 

что V – MF -инъектор группы G. По определе-

нию произведения классов Фиттинга G G  M H  

По условию F H  Следовательно, V G G G M M  

и V G  Это означает, что MF MH  Утвер-
ждение (1) доказано. 

(2) Пусть N F  и F H  Тогда по утвер-
ждению (1) получаем, что NF NH  

Обратно, пусть N F  и NF NH  Дока-
жем, что F H  Пусть GH  и p – простое та-

кое, что p G    Тогда ( ) 1pO G    Пусть M – 

точный G-модуль группы над ( )GF p  и H MG  – 

полупрямое произведение групп M и G. Очевид-
но, что H M N  Пусть V – F -инъектор группы 

G. Так как MG H MG M G    N  то MV H N  – 

F -инъектор группы MG H N  Следовательно по 

лемме 1.9 MV – NF -инъектор группы H. Ввиду 
H NH  и NF NH  получаем MV H   Сле-
довательно,  

( )MV M H M MG M G G M G          

Ввиду изоморфизма MV M V V M V       по 
утверждению (2) леммы 1.5 получаем V G  
Следовательно, F H  Утверждение (2) доказано. 
 

3 Доказательство теоремы 0.4 
Вначале определим условия, когда пересе-

чение неединичных X -нормальных классов Фи-
шера является неединичным классом Фиттинга. 

Лемма 3.1. Пусть X  – класс Фиттинга и 
{ }i i IF  – семейство неединичных X -нормальных 

классов Фишера. Если существует простое p 
такое, что p  N X X  то (1)I i   F   

Доказательство. Предположим, что ( )ip F  

Так как по лемме 1.10 ( ) Char( )i i  F F  то 

p iZ  F  По лемме 1.11 класс Фишера iF  являет-

ся классом Локетта для каждого i I   Следова-
тельно, для любой группы iGF  по лемме 1.6 

\ ( )p p iZ G RN X F  для всех i I   По условию 

iF  является X -нормальным классом Фиттинга 

для любого i I   Следовательно, ( )iRX F  и 

\ ( )p iR  N X F  для всех i I   Полученное про-

тиворечие доказывает, что ( )ip F  для любого 

i I   Таким образом, ( ) Char( )i I i i I i      F F  

и (1)i I i   F                                                            

Доказательство теоремы 0.4. 
Проведем индукцию по порядку групп из 

X  Пусть G – группа минимального порядка из 
X  такая, для которой теорема неверна. Так как 

( ) FX FS  то группа ( )G G   F

F S  и по утвер-

ждению (1) леммы 1.3 в G существуют F -инъ-
екторы и любые два из них сопряжены в G. 
Пусть V – такой F -инъектор группы G, который 

не нормален в G. Так как iF F  для всех i I   

то 
i

G G F F  Ввиду изоморфизма  

( )( ) ( ) i

i i
G G G G G G       FF F F F S  

Следовательно, по утверждению (1) леммы 1.3 в 
группе G существует iF -инъектор iV  для любого 

i I   Так как i F X  то iV G  для всех i I  и 

i I iV G    Кроме того, i I i i iV V  F  для всех 

i I   Следовательно, i I i i I iV     F F  По 

определению F -радикала получаем i I iV G   F  
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С другой стороны, 
i iG G V F F  для всех i I   

Значит, i I iG V F  Так как V – F -инъектор G, 

то G V F  и поэтому i I iV V    

Пусть M – любая максимальная нормальная 
подгруппа группы G. Далее доказательство тео-
ремы разобьем на несколько шагов. 

(1) ( )i I iV M V M     Так как ( )M   FX FS  

то ( )M M   FF S  По утверждению (1) леммы 

1.3 в M существуют F -инъекторы и любые два 
из них сопряжены в M. Так как V – F -инъектор 
G, то ввиду утверждения (1) леммы 1.5 V M  – 
F -инъектор M. По индукции получаем 
V M M   Ввиду леммы 1.2 имеем 
M G M  F F  Следовательно, V M G M   F  

( )i I iV M    

(2) V N  для любой N G  Предполо-

жим от противного, что V N G   Так как 

GX  и N G  то по определению класса 

Фиттинга X  получаем ( )N   FX FS  По ут-
верждению (3) леммы 1.5 V – F -инъектор N. По 
индукции V N  Следовательно, V G  и 

V G F  Получили противоречие с тем, что 

V G  

(3) G RV   где R – любая из нормальных 
подгрупп группы G такая, что G R  является 
либо элементарной абелевой p-группой для 

( )p F  либо ( ) F -группой. Вначале докажем 

существование такой подгруппы R. Если G G F  

то GF  и утверждение доказано. Пусть G G F  

Тогда ( )G G   FF S  Значит, найдется максималь-

ная нормальная подгруппа R такая, что G R F  

Следовательно, ( ) ( )G G R G G R     F F  Так как 

факторгруппа по максимальной нормальной под-
группе является главным фактором группы G, то 
этот фактор либо элементарная абелева p-группа 
для ( )p F  либо ( ) F -группа. Этим сущест-

вование подгруппы R с указанными выше свой-
ствами доказано. 

Предположим, что G RV   Значит, RV G   
Если G R  – элементарная абелева p-группа для 

( )p F  то G R  – нильпотентная группа. 

Следовательно, RV R G R   и RV G  
Таким образом, V RV G   Это противоречит 
ранее доказанному утверждению (2). 

Пусть ( )G R   FE  где ( ) FE  – класс всех 

( ) F -групп. Так как ввиду изоморфизма 

( )V V R RV R G R       и ( )G R   FE  то 

( )( )V V R    FE  С другой стороны, V F  и, 

значит, ( )V  FE  Класс ( ) FE  – формация. 

Следовательно, ( )( )V V R    FE  Итак, 

( ) ( )( ) (1)V V R      F FE E  и V V R    Сле-

довательно, V R G   что противоречит ут-
верждению (2). 

(4) Группа G комонолитична. Предполо-
жим, что существуют максимальные нормальные 
подгруппы 1M  и 2M  группы G и 1 2M M   То-

гда возможны следующие случаи: 
(4.1) 1G MF  и 2G M F   

(4.2) 1G MF   и 2G M F  

(4.3) 1G MF  и 2G M F  

(4.4) 1G MF   и 2G M F   

(4.1) Пусть 1G MF  и 2G M F   Так как по 

условию теоремы ( )G  FFS  то ввиду изомор-

физма 1 1( ) ( )G G M G G M    F F  и группа 

1G M  – ( ) F -разрешима. 

Тогда 1G M  – главный фактор группы G, 

который является либо элементарной абелевой 
p-группой для некоторого ( )p F  либо 

( ) F -группой. Пусть 1G M  – элементарная 

абелева p-группа. Тогда, 1G M  – нильпотентная 

группа, и по доказанному выше утверждению  
(3) получаем 1G VM   Ввиду предположения 

2G MF   имеем 2G G M F  Следовательно, 

2G VM   Ввиду изоморфизмов  

1 1 1 1( )G M VM M V V M       

и 2 2 2 2( )G M VM M V V M       имеем 1V M  

и 2V M  являются максимальными нормаль-

ными подгруппами группы V. Пусть 1V M   

2V M    Ввиду максимальности подгрупп 1V M  

и 2V M  получаем 1 2( )( )V V M V M     Сле-

довательно, по утверждению (1)  

1 2(( ) )(( ) )i I i i I iV V M V M G        

Последнее противоречит предположению о том, 
что V G  Поэтому остается признать, что 

1 2V M V M     Тогда 1 1( )G M V V M      

2 2( )V V M G M      и 2G M  нильпотентна. 

Следовательно, по определению формации 

1 2( )G M M   – нильпотентная группа. Ввиду (3), 

1 2 1 2( )G V M M VM VM      Отсюда по лемме 

1.1 1 2 1 2 1( )( )V M M V M V M V V M          
Значит, 1V M   что невозможно ввиду (2). Итак, 

1 2M M M   и группа G в данном случае комо-

нолитична. 
Предположим, что фактор 1G M  – ( ) F -груп-

па. Тогда 1 2 ( )( ) ( )V V M V V M       FE  Так 

как V – F -инъектор G, то 1( )V V M    
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2 ( )( )V V M     FE  Следовательно, 1( )V V M    

2 ( ) ( )( ) (1)V V M       F FE E  и 1V V M    

Значит, 1V M   Это противоречит утверждению 

(2). Получаем снова 1 2M M M   и группа G 

комонолитична. 
(4.2) Доказательство комонолитичности 

группы G аналогично доказательству в случае (4.1). 
(4.3) Пусть 1G MF  и 2G M F  Так как 

( )G  FFS  то ввиду изоморфизмов ( )G G F  

1 1( )M G G M  F  и 2 2( ) ( )G G M G G M     F F  

группы 1G M  и 2G M  – ( ) F -разрешимы. 

Тогда 1G M  и 2G M  – главные факторы 

группы G, каждый из которых является либо 
элементарной абелевой примарной группой, ли-
бо ( ) F -группой. Пусть 1G M  и 2G M  – при-

марные группы. Тогда группы 1G M  и 2G M  

нильпотентны и по доказанному выше утвер-
ждению (3) получаем 1 2G VM VM    Следова-

тельно, 1 1 2( ) ( )G M V V M V V M         

2G M   N  По определению формации 

1 2( )G M M   N  Значит, ввиду (3), G   

1 2 1 2( )V M M VM VM     и по лемме 1.1 име-

ем 1 2 1 2 1( )( )V M M V M V M V V M         
Итак, 1V M   что противоречит (2). 

Пусть 1 ( )G M   FE  и 2 ( )G M   FE  Тогда 

ввиду (3), рассуждая аналогично случаю (4.1), 
получаем 1 2 ( )( ) ( )V V M V V M       FE  С дру-

гой стороны, 1 2 ( )( ) ( )V V M V V M       FE  

Следовательно,  

1 2 ( ) ( )( ) ( ) (1)V V M V V M          F FE E  

Таким образом, 1V V M   и 1V M   что не-

возможно ввиду (2). 
Если один из факторов 1G M  или 2G M  

примарен, а второй является ( ) F -группой, то 

доказательство комонолитичности группы G 
аналогично доказательству  случаев (4.1) и (4.2). 

(4.4) Пусть 1G MF   и 2G M F   Так как 

V G F  то ввиду максимальности нормальных 

подгрупп 1M  и 2M   справедливы равенства  

1 2 1 2G M G M G VM VM    F F  

Отсюда 1G M  и 2G M  – нильпотентные груп-

пы. Тогда, следуя доказательству (4.3), получаем, 
что 1V M   что противоречит (2). 

Таким образом, в каждом из случаев (4.1)–
(4.4) 1 2M M M   и группа G комонолитична. 

Отсюда следует, что для каждого i I  подгруппа 

iV M   Следовательно, (( )i I iV M V M     

i I iV   Но тогда, учитывая изоморфизм 

i I iG M V V     заключаем, что i I iV V  – 

циклическая группа простого порядка p. 
Заключительный шаг. Вначале покажем, 

что iVV G  для некоторого i I   
Предположим от противного, что для всех 

i I  верно равенство iVV G   Если для некото-

рого j I  имеет место jV G   то GF  и G 

является F -инъектором G, то есть, V G G   
Получили противоречие с тем, что подгруппа V 
не нормальна в G. Следовательно, jV G  для 

всех j I   По условию jV G  Значит, 

( )j jG V V V V      Так как i I iV V  – цикли-

ческая группа простого порядка p, то ввиду 
изоморфизма ( ) (( ) )i I i j i I iV V V V V        

( )j jV V V G V      имеем jG V  – циклическая 

группа простого порядка p. Следовательно, jV  – 

максимальная нормальная подгруппа группы G. 
Значит, jV M   

Нетрудно заметить, что j i I iV   F F  

Действительно, если найдется такое i j  и 

i I   что iV G   то как и ранее мы заключаем, 

что i jV M V   и j iV F  для всех i j   Значит, 

i i I iV    F F  Следовательно, jV G V  F  Но 

тогда ввиду предположения iVV G  получаем, 

что G F  Получили противоречие утвержде-
нию (2). 

Итак, существуют i I  такие, что iVV G   

Покажем, что в этом случае iVV  X  Так как 

i I iV V  простая группа, то ее нормальная под-

группа ( )i i I iV V V    либо совпадает с группой 

i I iV V   либо является единичной. Если 

( )i i I i i I iV V V V V        то i iV V V V     
Снова получаем противоречие с утверждением 
(2). Значит, i i I iV V V    Тогда, ввиду изомор-

физма i iVV V V V V      заключаем, что iVV V  – 

p-группа для ( )p F  

Так как GX  и X  – класс Фишера, то 

iVV  X  Теперь имеем iVV G    и по утвер-

ждению (3) леммы 1.5 V является F -инъектором 

группы iVV   Следовательно, по индукции 

iV VV   Отсюда, так как iV  F  следует 

( )
iiV VV F  Применяя снова утверждение (3) 

леммы 1.5, получаем, что подгруппа iV  является 

iF -инъектором группы iVV   Следовательно, 

( )
ii iVV V F  Таким образом, iV V   что проти-

воречит (2). Полученное противоречие завершает 
доказательство того, что F X  
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Так как по условию iF  – класс Фишера для 

любого i I  и p N X X  для некоторого просто-

го p, то по лемме 3.1 (1) F                                   

Теорема 3.2. Пусть X  – класс Фишера, 
}{ i i I F  – семейство X -нормальных классов 

Фиттинга и i I i F F  Если ( ) FX FS  то F  

является X -нормальным классом Фиттинга. 
Доказательство теоремы 3.2 аналогично до-

казательству теоремы 0.4. 
В случае ( ) F   получаем 

Следствие 3.3 [14, теорема 2.1]. Пусть X  – 
класс Фишера, }{ i i I F  – семейство X -нор-

мальных классов Фиттинга. Если i I i F F  и 

  F X FS  то F X  
Так как каждый неединичный нормальный 

класс Фиттинга содержит класс всех нильпо-
тентных групп (см. [1, теорема 5.1]), то в случае 

X S  получаем известный результат в теории 
нормальных классов Фиттинга – теорему Блес-
сеноля – Гашюца. 

Следствие 3.4 (Блессеноль – Гашюц [1, 
теорема 6.2]). Пересечение всех неединичных 
нормальных классов Фиттинга есть неединич-
ный нормальный класс Фиттинга. 
 

Заключение 
В работе описаны методы построения не-

тривиальных X -нормальных классов Фиттинга 
конечных групп. Определены условия, при кото-
рых пересечение неединичных X -нормальных 
классов Фиттинга является неединичным X -нор-
мальным классом Фиттинга. Установлено, что 
если X  – такой класс Фишера, что p N X X  для 

некоторого простого p, }{ i i I F  – семейство 

неединичных X -нормальных классов Фишера, 

i I i F F  и ( ) FX FS  то F  является нееди-

ничным X -нормальным классом Фиттинга. В 
частности, при указанных условиях теорема даёт 
положительное решение проблемы Дёрка – Хоу-
кса о пересечении неединичных X -нормальных 
классов Фиттинга (см. [4, c. 716]). 
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