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Введение 
Безразмерные приведенные термодинами-

ческие переменные основаны на  использовании 
в качестве единиц измерения объема V, темпера-
туры T и давления P реального газа соответст-
венно критической температуры ,крT  критиче-

ского давления kpP  и критического объема kpV  

, , .
кр кр кр

V T P
V T P

V T P
                 (0.1) 

Определение и использование этих переменных 
для записи уравнений состояния в приведенной 
форме содержатся практически во всех учебни-
ках по термодинамике [1], [2]. На этой основе 
сформулирован принцип соответственных состо-
яний, согласно которому вещества, имеющие оди-
наковые приведенные термодинамические пара-
метры состояния, имеют и одинаковые свойства. 

В работе [3] были введены определения 
приведенного изобарного коэффициента объём-
ного расширения ,P  приведенного изохорного 

термического коэффициента давления ,V  при-

веденной изотермической сжимаемости Tk  и 

приведенной разности изобарной и изохорной 
теплоемкостей c   
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Соответственно, связь приведенных коэффициен-
тов с экспериментально измеряемыми физически-
ми параметрами газов задаётся соотношениями 
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Несложно убедиться в выполнении соотношений 

;P V Tk P     P Vc PVT                 (0.3) 

для рассматриваемых приведенных характери-
стик реальных газов.  
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На основе (0.2) в [3] были получены выра-
жения для приведенных термодинамических ко-
эффициентов и приведенной разности изобарной 
и изохорной теплоемкостей реальных газов в 
рамках уравнений состояния Ван-дер-Ваальса 
[1], [2], Редлиха – Квонга [4] и Соаве – Редлиха –
Квонга [5].  

В уравнении Соаве – Редлиха – Квонга впер-

вые был введен параметр ( ),a T  зависящий от 

приведенной безразмерной температуры. В 
дальнейшем эта идея получила позитивное раз-
витие в уравнении Пенга – Робинсона [6], [7] и 
других. Более того, температурная зависимость 

была распространена и на параметр ( ),b T  что 

успешно реализовано в уравнении Исикавы –
Чанга – Лу [ 8], [9].  

Данная работа является продолжением ра-
боты [3] и посвящена получению аналогичных 
результатов на основе уравнений Пенга – Робин-
сона, Исикавы – Чанга – Лу и Фогельсона – Ли-
хачева [10]. 

Предполагается, что вводимые далее вспо-
могательные обозначения действуют в пределах 
раздела, посвященного отдельному уравнению 
состояния. 

 
1 Приведенные формы термодинамиче-

ских коэффициентов и разности изобарной и 
изохорной теплоёмкостей в модели Пенга –
Робинсона 

Уравнение состояния Пенга – Робинсона 
широко используется в теории и имеет высокую 
прикладную значимость в технологии нефтега-
зодобычи, криогенике и ряде других областей. 
Молярная форма уравнения имеет вид [6] 
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Параметр b является постоянным, а пара-
метр a(T) зависит от приведенной температуры  
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Здесь, в соответствии с [6], коэффициент  
20,37464 1,54226 0, 26992k      

содержит параметр ω ‒ ацентрический фактор 
Питцера. Для конкретного газа это есть фикси-
рованное число и поэтому не рассматривается 
как переменная величина. 

Следует отметить, что явный вид ( )T  в по-

следние годы активно используется как инстру-
мент адаптации уравнения состояния к более 
детальному описанию свойств реальных газов. В 
связи с этим в литературе широко обсуждаются 
десятки модификаций этой функции [7], [11], 
[12]. По этой причине в получаемых формулах 

функции вида ( )T   рассматриваются в общем 

виде и не конкретизируются. 

Параметры уравнения Пенга – Робинсона 
можно выразить через параметры критического 

состояния газа, для которого 1,T   (1) 1   и 

должны выполняться условия  
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Для этого удобно параметр b выразить через ве-
личину критического объема 

.крV b                              (1.4) 

Условия (1.3) позволяют получить соотношения 
между параметрами уравнения и параметрами 
критического состояния 
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где постоянные множители равны 
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Введенный числовой параметр φ получается в 
результате решения кубического уравнения и 
имеет значение  

3 34 2 2 4 2 2 1 3,95137304.        

Критические параметры уравнения Пенга –
Робинсона (см., например [13]), равны соответ-
ственно: 
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Критический коэффициент сжимаемости для 
газов Пенга – Робинсона имеет значение, более 
близкое к экспериментальным значениям реаль-
ных газов, чем для уравнения Ван-дер-Ваальса 
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Для упрощения последующих выкладок введем 
новые константы 
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Подставляя (1.4)–(1.8) в (1.1), получим при-
веденную форму уравнения Пенга – Робинсона  
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Выражения (1.6) и (1.7) позволяют найти 
фигурирующие в (0.1) частные производные 

 
1 2

2 2

'( )
;

2 11V

TP

T V VV

    
         


    

( ) ( );
d

T T
dT

   
  



Е.А. Дей, Г.Ю. Тюменков 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 4 (57), 2023 22 

 
1 2

2 2 2 2

2 ( 1) ( )
.

( 2 1)1T

T V TP

V V VV

      
          

  
  

 (1.10) 

С учетом предложенных к настоящему времени 
весьма многочисленных модификаций функции 

( )T   явный расчет ее производной на основании 

только представления (1.2) не является целесо-
образным. 

Производные (1.10) и уравнение (1.9), в 
свою очередь, дают явный вид термодинамиче-
ских характеристик (0.2), удобный для организа-
ции вычислений, например 
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В полученном выражении повторяющиеся эле-
менты формул определим как самостоятельные 
функции 
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Тогда получаем компактные выражения для рас-
сматриваемых термодинамических параметров 
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Несложно убедиться в выполнении первого соот-
ношения (0.4) для полученных коэффициентов. 

Значение c   получим на основании второ-
го соотношения (0.3) 
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2 Приведенные формы термодинамиче-

ских коэффициентов и разности изобарной и 
изохорной теплоёмкостей в модели Исикавы –
Чанга – Лу 

Как отмечено выше, использование темпе-
ратурно-зависимых параметров получило даль-
нейшее развитие в работах Т. Исикавы, У.К. Чанга 
и Б. Лу [8], [9], в которых было предложено 
уравнение состояния с двумя температурно-за-
висимыми параметрами. Молярная форма этого 
уравнения записывается как 
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с параметрами, имеющими структуру 
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Функции ( ),  ( )T T    в работе [8] рассматрива-

лись в виде полиномов 
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коэффициенты которых для каждого вещества 
подбирались по критерию наилучшего совпаде-
ния с экспериментальными данными, например, 
о теплоте парообразования. При этом приведен-
ная температура изменялась в пределах 

0 6 1 6., T ,   В работе [9] при описании свойств 
газа в сверхкритической области зависимость па-
раметров от приведенной температуры была иной 
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Таким образом, уравнение Исикавы – Чанга – Лу 
предполагает определенную свободу формы для 

( )T   и ( )T   в зависимости от исследуемой фи-

зической ситуации. 
Параметры критического состояния связаны с 

параметрами уравнения (2.1) соотношениями [14] 
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где использованы обозначения для коэффициентов 
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В приведенных переменных уравнение Исика-
вы – Чанга – Лу принимает вид [14]  

2

( )(2 ( ))
.

(2 ( )) ( ( ))

a

b b

TT V T
P

V V T T V V T

  
 
       

  
      

(2.2) 

Введём ряд дополнительных обозначений  
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( )
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T
T

T


 


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d T
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dT T
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T TT T
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  
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V T
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V V T

 

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2 2
( , ) ;

( ( ))
a

b

B V T
V V T



   

 
    
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4
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C V T
V T


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 
   
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Тогда уравнение (2.2) принимает вид 

1( , ) ( )( ( )) ( , ).P VTA V T T V T B V T              (2.3) 

Далее на основе (2.3) и (0.2) получаем явный вид 
искомых термодинамических коэффициентов и 
разности теплоёмкостей в приведенной форме:  


 



1

1

1

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )(
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    

          
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
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 1
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   
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          
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3 Приведенные формы термодинамиче-

ских коэффициентов и разности изобарной и 
изохорной теплоёмкостей в модели Фогельсо-
на – Лихачева 

В работе [10] было рассмотрено молярное 
уравнение состояния реального газа, содержащее 
пять параметров и имеющее смысл обобщения 
уравнения Ван-дер-Ваальса 

( ) .
( )k m

a
P V b RT

V c T

 
    

         (3.1) 

Авторами работы [10] было показано, что 
уравнение хорошо передает количественные со-
отношения между параметрами реальных газов. 
Рассчитанные путем обработки табличных дан-
ных для значений P, V, T критические параметры 
большинства газов оказались близкими по вели-
чине к экспериментальным параметрам. 

Частными случаями уравнения (3.1) оказы-
ваются [1], [2], [10]: уравнение Ван-дер-Ваальса 
(с = 0, k = 2, m = 0), уравнение Бертло (с = 0, 
k = 2, m = 1), уравнение Клаузиуса (k = 2, m = 1). 

В работе [15] для уравнения (3.1) получена 
форма записи в приведенных переменных и изу-
чено поведение инверсионной кривой эффекта 
Джоуля – Томсона. 

Характеристики критического состояния 
могут быть выражены через параметры уравне-
ния состояния: 

( 1) 2
;

1kp

k b c
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 
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2( 1)
;

4 ( )
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k
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ka k
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R k b c




 




 
            (3.2) 

Из выражений (3.2) несложно получить 
формулы, связывающие значения некоторых 
параметров уравнения состояния  

1 1
1

1

( 1) ( )
;

4 ( 1)

k k
m

kpk

k b c
a RT

k k

 




 



 

2( 1)
;

4
kp

kp

RTk
b c

k P


   

( 1)( ) 2( ).kp kpk V b V c                 (3.3) 

Из (3.3) следует, в частности, что параметры a, b 
и c для уравнения, корректно описывающего 
критическое состояние вещества, не являются 
независимыми. 

В приведенных переменных (0.1) уравнение 
(3.1) принимает вид, соответствующий исходному 

 
  ,

k m

A
P V b BT

V c T

 
   
  

  
 

         (3.4) 

где использованы обозначения 
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2

4 1
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1

k c
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
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Тогда критический коэффициент сжимае-
мости газа Фогельсона – Лихачева определяется 
выражением 

 
2 1

.
4 1

кр кр
кр

кр

P V k
Z

RT k c


 

 
 

При нахождении аналитических выражений 
для частных производных, входящих в (0.2), и 
далее для приведенных термодинамических ко-
эффициентов, будем использовать вспомога-
тельную функцию 

1

( )
( , ) .

( )m k

A V b
D V T

BT V c






 
  

 

Тогда уравнение (3.4) принимает вид 

 
1 ( , ) .

BT
P D V T

V b
   

  
  

С учетом введенных обозначений получаем яв-
ный вид искомых термодинамических коэффи-
циентов и разности теплоёмкостей в приведен-
ной форме, определяемых уравнением состояния 
Фогельсона – Лихачева 
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На основании полученных результатов не-
сложно записать явные выражения для термоди-
намических коэффициентов и разности изобар-
ной и изохорной теплоёмкостей, соответствую-
щие частным случаям уравнения Фогельсона –
Лихачева, а именно, уравнению Ван-дер-Ваальса, 
уравнению Бертло и уравнению Клаузиуса. 

 
Заключение 
Таким образом, в данной работе получены 

аналитические выражения для приведенного 
изобарного коэффициента объёмного расшире-
ния ,P  приведенного изохорного термического 

коэффициента давления ,V  приведенной изо-

термической сжимаемости Tk  и приведенной 

разности изобарной и изохорной теплоемкостей 
c   реальных газов, определяемые уравнениями 

состояния Пенга – Робинсона, Исикавы – Чанга –
Лу и Фогельсона – Лихачева. Аналитические 
соотношения получены в удобной для проведе-
ния вычислений форме. 

Полученные результаты в определенном 
смысле расширяют область применимости зако-
на соответственных состояний и могут быть ис-
пользованы в качестве основы для анализа при-
менимости различных уравнений состояния ре-
альных газов к описанию экспериментальных 
данных, а также для предсказания физических 
параметров новых веществ на основе закона со-
ответственных состояний. 
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