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Рассматривается задача осуществления заданного движения динамической системы. С использованием методов опти-
мального управления вычисляются значения оптимальной обратной связи с помощью решения специальной вспомога-
тельной задачи оптимального управления – задачи быстродействия. Результаты иллюстрируются на примере динами-
ческой системы второго порядка, осуществляющей предельный цикл.  
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The problem of the given motions realization by dynamic systems is investigated. Using the optimal control methods current 
values of limited optimal feedbacks are calculated with the help of solution of special auxiliary optimal control problems – 
speed problems. The results are illustrated by the example of the second order dynamical system, realizing a limited cycle.  
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Введение 
Проблема построения обратных связей, 

обеспечивающих заданные свойства переходных 
процессов, является центральной в математиче-
ской теории управления [1]. Одной из основных 
задач теории управления является задача стаби-
лизации, поскольку устойчивое поведение сис-
темы – одно из ее важнейших свойств [2]. Ста-
билизация динамических систем изучается с мо-
мента возникновения теории регулирования [3] и 
была исследована в работах [4], [5].  

Как правило, при решении задачи стабили-
зации накладываются дополнительные ограни-
чения на переходные процессы. Одним из таких 
ограничений является требование наибыстрей-
шего устойчивого поведения системы. 
 В работе Р. Габасова и др. [6] решена задача 
осуществления заданных движений динамиче-
ских систем. При этом для построения обратных 
связей были использованные две вспомогатель-
ные задачи оптимального управления: задача 
минимизации интенсивности управления и зада-
ча минимизации расхода топлива.  
 В работе [7] задача стабилизации динамиче-
ской системы решалась с использованием вспо-
могательной задачи – задачи быстродействия.  

В настоящей работе для решения задачи 
осуществления заданного движения динамиче-
ской системы в качестве вспомогательной задачи 
оптимального управления используется задача 
быстродействия. 

Работа продолжает исследования [8]–[11], в 
которых описаны методы реализации оптималь-
ного управления типа обратной связи с исполь-
зованием теории оптимального управления. При 
этом структура обратной связи не задается в яв-
ном, формульном виде. Её значения вычисляют-
ся с помощью решения специальной вспомога-
тельной задачи оптимального управления.  
 

1 Постановка задачи 
Рассмотрим динамическую систему с управ-

лением, поведение которой при 0t   описывает-
ся уравнением 

  ,x Ax bu                (1.1) 

где ( )x x t  – n-вектор состояния системы в мо-

мент t, ( )u u t  – значение скалярного ограни-

ченного управляющего воздействия ( ) ,u t L  

0,t   1rank( ) .nb Ab … A b n     

Рассмотрим движение на фазовой плоскости 
( ),fx x t  0,t                      (1.2) 

заданное кусочно-гладкой функцией ( ),fx t  0.t   

Движение (1.2) допустимо (осуществимо), 
если существует такое доступное управление 

( ),fu t  ( ) ,fu t L  0,t   что 

( ) ( ),f f fx Ax t bu t   0.t   

Пусть nG R  – область фазового простран-
ства системы (1.1), внутренность которой содер-
жит движение (1.2): ( ) int , 0.fx t G t   
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Функция  
  ( , ),u u t x  ,x G  0,t        (1.3) 

называется ограниченной обратной связью, осу-
ществляющей движение (1.2), если  

1) ( )( , ) ( ),f fu t x ut t  0;t   

2) ( , ) ,u t x L  ,x G  0;t   

3) замкнутая система  
( , ), (0)x Ax bu t x x G               (1.4) 

имеет решение ( ),x t  0;t   

4) решение ( ,)fx x t  0,t   системы (1.4) 

асимптотически устойчиво. 
При построении обратной связи необходимо, 

чтобы переходный процесс  
( ) ( ),fx t x t  ,t   

обладал хорошими в определенном смысле ха-
рактеристиками. 

Построение обратных связей (1.3), обла-
дающих указанными свойствами, является ос-
новной задачей осуществления движения [6]. 
 Сделаем замену переменных 

( ) ( ) ( ),fy t x t x t   

( ) ( ) ( ),fv t u t u t   0.t   

Их поведение подчиняется уравнению 
y Ay bv                          (1.5) 

и неравенствам 
( ) ( ) ( ),f fL u t v t L u t      0.t   

Таким образом, задача устойчивого осуще-
ствления движения (1.2) системой (1.1) с посто-
янным ограничением на управление сводится к 
задаче стабилизации тривиального решения 

( ) 0,y t   0,t   системы (1.5) управлениями с 

переменными ограничениями [6]. 
 Обратная связь (1.3), 0, , 2 ,...t h h  называ-

ется дискретной (с периодом квантования 0),h   

если порождаемая ей траектория замкнутой сис-
темы (1.4) с начальным условием 0(0)x x  стро-

ится по следующему правилу 
( ),x Ax bu t   0(0) ,x x  

( ) ( , ( )), [ , ( 1) [,u t u kh x kh t kh k h    k = 0, 1, 2, …. 

При малых 0h   качество переходных про-
цессов в системах, замкнутых непрерывной и 
дискретной обратными связями, практически 
одно и то же. Для построения обратной связи, 
решающей задачу осуществления движения, бу-
дут использоваться методы оптимального управ-
ления. В качестве вспомогательной (сопровож-
дающей) задачи оптимального управления выбе-
рем задачу быстродействия. 
 

2 Сопровождающая задача оптимального 
управления 

Выберем натуральное число ( ),N N n  ве-

щественные числа 0,h   0.L   Положим .t Nh   

Кусочно-постоянную функцию  
( ) 0,u t t    

( ) , [( 1) , [,ju t u t j h jh    1,2,...,j   

удовлетворяющую ограничению  
( ) 0,u t L t     

будем называть доступным управлением.  
 Пусть kh   – произвольный момент вре-
мени. В классе доступных управлений рассмот-
рим следующую задачу оптимального быстро-
действия 

mint      (2.1) 

( )x Ax bu x z        (2.2) 
* *( ) ( )fx t x t        (2.3) 

*( ) ( ) , [ , ], 0,fu t u t L t T t           (2.4) 

где   – текущий момент времени. 
Доступное управление  

( | , ) 0u t z t    

назовем допустимым, если оно удовлетворяет 
ограничению (2.4), порождает такую траекторию 

( ) 0,x t t   системы (2.2), которая за конечное 

время ( )t t u   попадает на заданное движение 

(2.3).  
Допустимое управление  

0 ( , )u t z    0[0 ( )],t t u   

будем называть оптимальным по быстродейст-
вию программным управлением, осуществляю-
щим заданное движение со временем быстро-
действия 0 0( )t t u   для состояния ( , ),z  если:  

1) 0t  – наименьшее время из возможных 

( )t t u   для допустимых управлений;  

2) 
0 0

0 *

[0 ] [0 ]
max ( ) min max ( )

ut t t t
u t u t

    
     

где минимум берется по всем допустимым 
управлениям ( ) [0 ( )]u t t t u       для которых 

время ( )t u   совпадает со временем оптимально-

го быстродействия 0.t   
Обозначим ( )G   – множество векторов 

,nz R  для которых задача (2.1)–(2.4) с фикси-
рованным   имеет решение. 

Функция 
0 0( , ) (0 | , ),

( ), , 0,1,2,

u z u z

z G kh k

  
     

        (2.5) 

называется оптимальным (стартовым) по быст-
родействию управлением типа обратной связи, 
осуществляющим заданное движение (1.2). 

Согласно работам [8]–[11], будем вычислять 
нужные значения функции (2.5) по ходу каждого 
процесса управления. 

В качестве обратной связи (1.3), решающей 
задачу осуществления движения, возьмем функ-
цию (2.5): 

0( , ) ( , ), ( ), 0.u t x u t x x G t          (2.6) 
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 3 Алгоритм построения обратной связи 
Пусть известны: начальное состояние *

0z x  

системы (2.2), движение ( ), 0,fx t t   и управле-

ние | ( ) | , 0.fu t L t      

Оптимальное управление по принципу об-
ратной связи осуществляется следующим образом.  

До начала процесса функционирования сис-
темы в момент 0   при выбранных значениях 
N, h  построим оптимальное по быстродействию 

программное управление 0 *
0( | ), ,u t x t T  задачи 

(2.1)–(2.4), соответствующее начальному состоя-
нию *

0x  и заданному движению ( ), 0.fx t t   Для 

решения задачи (2.1)–(2.4) можно использовать 
двойственный метод линейного программирова-
ния [12], так как все элементы задачи (2.1)–(2.4) 
известны. Алгоритм решения задачи быстродей-
ствия описан в работах [13], [7]. В момент 0   

управление * 0 *
0( ) (0 | ), [0, [u t u x t h   подается на 

вход системы (2.2) и приводит ее в момент h в 
состояние * *

0( | ).x h x  

Пусть процесс управления осуществлен на 
промежутке [0 ]h    и в момент kh   система 

(2.2), замкнутая обратной связью (2.6), оказалась 
в состоянии * *

0( | )x x   Управление 0 ( )u t  на сле-

дующем промежутке времени [ [h    вычисля-

ется по формуле  
* 0 *( ) ( | , ( )) [ [u t u t x t h          

 Отсюда следует, что в каждом конкретном 
процессе управления динамической системой 
нужны значения обратной связи вдоль реализо-
вавшейся траектории ( ), 0.x t t   При этом нуж-

ны значения ( ), 0u t t   лишь по ходу конкретно-

го процесса управления. 
 
4 Пример 
Рассмотрим систему управления 

,

,

x y u

y x u

 
  




                         (4.1) 

которая при u = 0 имеет периодические движе-
ния, среди которых нет заданного предельного 
цикла 

* 2 * 2( 2) ( 2) 1.x y              (4.2) 

С помощью решения вспомогательной за-
дачи (2.1)–(2.4) при 0.32,h   L = 2, ( ) 2,fu t    

0t   (управление, осуществляющее заданное 
движение) была построена ограниченная опти-
мальная по быстродействию обратная связь, по-
сле замыкания которой заданное движение (4.2) 
стало асимптотически устойчивым предельным 
циклом. На рисунке 4.1 показана фазовая траек-
тория ( , )x y  замкнутой системы для начального 

состояния (2;4).z   На рисунке 4.2 представле-

ны  реализовавшиеся  значения оптимальной 

обратной связи. При этом время, за которое сис-
тема (4.1) попала на траекторию предельного 
цикла (4.2) составило 12,24.   

 

 
Рисунок 4.1 – Фазовая траектория замкнутой 

системы, полученная с помощью решения 
вспомогательной задачи 

быстродействия (2.1)–(2.4) 
 

 
Рисунок 4.2 – Реализовавшиеся значения 
 обратной связи, полученные с помощью 

решения вспомогательной задачи 
быстродействия (2.1)–(2.4) 

 
В работе [6] построена оптимальная огра-

ниченная обратная связь для системы (4.1), осу-
ществляющая движение (4.2) с использованием 
сопровождающей задачи оптимального управле-
ния – задачи минимизации интенсивности управ-
ления: 

( , ) min,z    

 
, ( ) ,

( ) ( ), 0,f

x Ax bu x z

x x

   
        


             (4.3) 

| ( ) ( ) | , [ , ].fu t u t t T          

На рисунке 4.3 показана фазовая траектория 
( , )x y  замкнутой системы для начального со-

стояния (2;4).z   На рисунке 4.4 представлены 

реализовавшиеся значения оптимальной обрат-
ной связи. При решении задачи (4.3) были вы-
браны следующие значения параметров сопро-
вождающей задачи: 8,   0.32,h   ( ) 2,fu t    

0.t   При этом время, за которое система (4.1) 

x 

y 



u*()
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попала на траекторию предельного цикла (4.2), 
составило 48,72.   

 

 
Рисунок 4.3 – Фазовая траектория замкнутой 

системы, полученная с помощью решения 
вспомогательной задачи (4.3) 

 

 
Рисунок 4.4 – Реализовавшиеся значения 
обратной связи, полученные с помощью 
решения вспомогательной задачи (4.3) 

 
 Заключение 
 Применение вспомогательной сопровож-
дающей задачи оптимального управления – зада-
чи быстродействия, для построения оптималь-
ных обратных связей, осуществляющих заданное 
движение, позволило почти в 4 раза сократить 
время, за которое система попала на траекторию 
предельного цикла (4.2) и стала осуществлять 
заданное периодическое движение. 
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