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Конечная ненильпотентная группа, у которой все собственные подгруппы нильпотентны, называ-
ется группой Шмидта. Подгруппа H  группы G  называется слабо субнормальной в ,G  если H  
порождается двумя подгруппами, одна из которых субнормальна в ,G  а другая полунормальна 
в .G  Устанавливается 3 -разрешимость конечной группы со слабо субнормальными {2, 3}-под-
группами Шмидта. Отсюда выводится разрешимость конечной группы со слабо субнормальными 
{2,3}-подгруппами Шмидта и 5 -замкнутыми {2,5}-подгруппами Шмидта. Доказывается нильпо-
тентность коммутанта конечной группы, в которой все подгруппы Шмидта слабо субнормальны.  
 
Введение. Рассматриваются только конечные группы. Группой Шмидта называют ко-

нечную ненильпотентную группу, все собственные подгруппы которой нильпотентны. Груп-
пам Шмидта посвящены отдельные параграфы монографий Хупперта [1] и Л. А. Шеметкова 
[2]. Подробный обзор результатов о свойствах групп Шмидта, существовании подгрупп 
Шмидта в конечных группах и их приложениях в теории классов конечных групп содержит-
ся в [3]. 

Группы с субнормальными { , }p q -подгруппами Шмидта, p  и q  – различные фиксиро-
ванные простые числа, исследовались в [4]. В частности, для группы ,G  в которой субнор-
мальны все pd -подгруппы Шмидта, установлена p -разложимость фактор-группы / ( ),G F G  
а в случае, когда субнормальны все подгруппы Шмидта – / ( )G F G  абелева [4]. В. А. Ведер-
ников [5] для группы ,G  в которой все подгруппы Шмидта субнормальны, доказал, что 

/ ( )G H G  является прямым произведением групп Фробениуса конкретных типов, откуда вы-
текает цикличность / ( ).G F G  Здесь ( )F G  и ( )H G  – подгруппа Фиттинга и гиперцентр 
группы G  соответственно. Эти результаты для σ -субнормальных и KF -субнормальных 
подгрупп Шмидта развивались в работах [6–9]. 

Подгруппа A  называется полунормальной в группе ,G  если существует подгруппа B  
такая, что =G AB  и AX  – подгруппа для каждой подгруппы X  из .B  Это понятие впервые 
введено в [10]. Группы с некоторыми (силовскими, холловыми, подгруппами простых по-
рядков и др.) полунормальными подгруппами исследовались в работах [11–15]. 

Группы с полунормальными подгруппами Шмидта изучены в [16]. Группы, в которых 
каждая подгруппа Шмидта полунормальна или субнормальна, исследовались в [17, 18]. 
В частности, в [18] установлено, что такая группа имеет нильпотентный коммутант. 

А. Н. Скиба [19] предложил понятие слабо субнормальной подгруппы: подгруппа H  
называется слабо субнормальной в группе ,G  если = ,H A B〈 〉  для некоторой субнормальной 
подгруппы A  и полунормальной подгруппы B  из .G  Ясно, что все субнормальные и все по-
лунормальные подгруппы слабо субнормальны. Обратное не всегда выполняется. Кроме то-
го, каждая слабо субнормальная подгруппа в простой группе полунормальна, а в нильпо-
тентной группе – субнормальна. 
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Пример 1. В группе 4 10= ,G A D×  4 = , , ,A a b c〈 〉  | | = 2,a  10 = , ,D k h〈 〉  | | = 2,k  подгруппа 
=H a k〈 〉 × 〈 〉  является слабо субнормальной в ,G  но H  не полунормальна и не субнормаль-

на. Здесь 4A  – знакопеременная группа степени 4, а 10D  – группа диэдра порядка 10. 
Признаки разрешимости и сверхразрешимости факторизуемой группы со слабо суб-

нормальными сомножителями получены в работах [19, 20]. 
Согласно [19] подгруппа H  частично субнормальна в группе ,G  если = ,H A B〈 〉  для не-

которой субнормальной в G  подгруппы A  и U -нормальной в G  подгруппы .B  Напомним,  
что U -нормальная  подгруппа – это подгруппа B  из группы G  такая, что каждый  G-главный  
фактор  между  GB   и  GB  циклический.  В  частности,  модулярная подгруппа U -нормальна. 
В [19] приведены примеры групп, в которых некоторая частично субнормальная подгруппа не 
является слабо субнормальной подгруппой, а также примеры групп, в которых некоторая слабо 
субнормальная подгруппа не является частично субнормальной подгруппой. 

Кроме факторизационных результатов в работе [19, теорема 1.9] доказывается нильпо-
тентность коммутанта группы, в которой каждая подгруппа Шмидта частично субнормальна. 

В настоящей статье исследуется строение группы G  со слабо субнормальной подгруп-
пой Шмидта .H  Для случая, когда GH  простая, доказывается, что 4H A≅  и (2,4),GH SL≅  
теорема 1. Устанавливается 3 -разрешимость группы со слабо субнормальными {2, 3}-под-
группами Шмидта, теорема 2. Доказывается нильпотентность коммутанта группы ,G  в кото-
рой все подгруппы Шмидта слабо субнормальны, теорема 3, и приведен пример, показыва-
ющий, что фактор-группа / ( )G F G  может быть нециклической. 

1. Вспомогательные утверждения. Запись H G≤  ( < ,H G  ,H G  H G ) означает, 
что H  – подгруппа группы G  (соответственно, H  – собственная подгруппа группы ,G  H  – 
нормальная подгруппа в группе ,G  H  – максимальная подгруппа в группе G ). Запись 

= ,H A B〈 〉  означает, что подгруппа H  порождается подгруппами A  и ,B  а A B  – полу-
прямое произведение нормальной подгруппы A  и подгруппы .B  Если H G≤  и ,X G⊆  то 

= | ,X xH H x X〈 ∈ 〉  в частности, = |G gH H g G〈 ∈ 〉  – подгруппа, порожденная всеми сопря-
женными с H  подгруппами из ,G  а = g

G g GH H∈∩  – ядро подгруппы H  в группе .G  
Группу с нормальной силовской p -подгруппой называют p -замкнутой, а p-нильпо-

тентной – группу порядка ,ap m  p  не делит ,m  с нормальной подгруппой порядка .m  Если 
p  и q  – простые числа, то группа порядка ,a bp q  где a  и b  – неотрицательные целые числа, 

называется { , }p q -группой. Группа, порядок которой делится на простое число p  называется 
pd -группой. 

Через ,'G  ( ),Z G  ( )F G  и ( )GΦ  обозначаются коммутант, центр, подгруппы Фиттинга и 
Фраттини группы G  соответственно; ( )Gπ  – множество всех простых делителей порядка 
группы .G  Если π  – некоторое множество простых чисел, то ( )O Gπ  – наибольшая нормаль-
ная в G  подгруппа, для которой ( ( )) ,O Gππ ⊆ π  а ' ( )O Gπ  – наибольшая нормальная в G  под-
группа, для которой '( ( )) = .O Gππ ∩π ∅  

Лемма 1. Пусть ,H  K  и N  – подгруппы группы ,G  где H  слабо субнормальна в G  и 
N  нормальна в .G  

(1)  /HN N  слабо субнормальна в / .G N  
(2)  Если ,H K≤  то H  слабо субнормальна в .K  
(3)  Если N L G≤ ≤  и /L N  слабо субнормальна в / ,G N  то L  слабо субнормальна в .G  
(4)  HN  слабо субнормальна в .G  
(5)  Подгруппа ( ) ( )HHO Gπ  полунормальна в .G  
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(6)  Если X  – непустое подмножество в ,G  то XH  слабо субнормальна в .G   
Доказательство. Утверждения (1)– (3)  доказаны в [19, лемма 2.1]. Утверждение (4)  

следует из (1)  и (3).  
(5)  По определению слабо субнормальной подгруппы = ,H A B〈 〉  для некоторой суб-

нормальной в G  подгруппы A  и полунормальной подгруппы B  из .G  Так как ( ) ( ),HA O Gπ≤  
то ( ) ( ) ( )( ) = , ( ) = ( )H H HHO G A B O G BO Gπ π π〈 〉  полунормальна в G  согласно [16, лемма 2 (2)]. 

(6)  Подгруппа XA  субнормальна в G  [20, 2.43], а подгруппа XB  полунормальна в G  
[16, лемма 5], поэтому = ,X X XH A B〈 〉  слабо субнормальна в .G  

Лемма 2. Пусть H  – слабо субнормальная подгруппа группы .G  
(1)  Если H  2 -нильпотентна, то GH  разрешима. 
(2)  Если H  разрешима и 3 не делит порядок ,H  то GH  разрешима. 
(3)  Пусть p  – наименьший простой делитель порядка группы .G  Если p  не делит 

порядок ,H  то p  не делит порядок .GH   
Доказательство. Утверждения (1) и (3) доказаны в [21, лемма 3.4 (1), (2)]. 
(2)  Так как H  слабо субнормальна в ,G  то по определению = ,H A B〈 〉  для некоторой 

субнормальной в G  подгруппы A  и полунормальной подгруппы B  из .G  Поскольку  
 = , , = ,G G G GH A B A B A B G〈 〉 ≤ 〈 〉   

то .G G GH A B≤  Так как G GA H≤  и ,G GB H≤  то = .G G GH A B  По условию 3 не делит порядок 
,A  A  разрешима и субнормальна, поэтому 3 не делит порядок GA  и GA  разрешима [20, тео-

рема 5.31]. Согласно [16, лемма 10 (2)] подгруппа GB  разрешима. Значит, =G G GH A B  раз-
решима. Лемма доказана. 

Замечание 1. Из лемм 1 и 2 следует, что некоторые результаты о группах с полунор-
мальными подгруппами справедливы для группы со слабо субнормальными подгруппами. 
В частности, справедливы следующие утверждения, которые для полунормальных подгрупп 
получены в [14]. 

Предложение 1. Пусть в группе G  существует слабо субнормальная π -холлова под-
группа .H  Тогда G  π -разрешима в каждом из следующих случаев: 

(1) H  2-нильпотентна, 
(2) H  разрешима и 3 .∈ π  
Предложение 2. Пусть G  – π -разрешимая группа со слабо субнормальной π -холловой 

подгруппой .H  Тогда: 
(1) ( ),'H O Gπ≤  
(2) ( ) 2,l Gπ ≤  ' ( ) 2,l Gπ ≤  
(3) ( ) 1 ( ),nl G n Hπ ≤ +  ( ) 1 ( ),al G d Hπ ≤ +  
(4) если 'Gπ  q -сверхразрешима для некоторого ',q∈π  то группа G  q -сверхразрешима. 
Предложение 3. (1)  Если в группе G  каждая силовская подгруппа слабо субнормаль-

на, то G  сверхразрешима. 
(2)  Если в группе G  каждая нециклическая силовская подгруппа слабо субнормальна, 

то третий коммутант группы G  нильпотентен.  
Доказательство. Из леммы 1 (5) следует, что слабо субнормальная холлова подгруппа 

является полунормальной подгруппой. Поэтому применимы результаты работы [14], из ко-
торой получаем все три предложения. 

Пример 2. В группе 2 (3)G GL≅  порядка 48 силовская 2-подгруппа полунормальна, а 
силовская 3-подгруппа имеет порядок 3. Поэтому эта группа удовлетворяет условию пред-
ложения 1. Так как  
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 2 4 4(3), ( ) , (( ) ) , [22, SmallGroup(48, 29)],' ' ' ' ' 'G SL G A G E≅ ≅ ≅  
то второй коммутант в предложении 3 (2) может быть ненильпотентным. 

Лемма 3 ([1–3]). Пусть S  – группа Шмидта. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения: 

(1)  = ,S P Q  где P  – нормальная силовская p -подгруппа, =Q y〈 〉  – циклическая не-
нормальная силовская q -подгруппа, ( ),qy Z S∈  p  и q  – различные простые числа; 

(2)  если P  абелева, то P  – элементарная абелева порядка ,mp  где m  – показатель 
числа p  по модулю ;q  

(3)  если P  неабелева, то ( ) = = ( )'Z P P PΦ  и | / ( ) | = ;mP Z P p  
(4) S  имеет точно два класса сопряженных максимальных подгрупп: 

1{ ( ) | \ ( )}P x yx x P P−Φ ×〈 〉 ∈ Φ  и .qP y G×〈 〉    
В дальнейшем < , >p qS -группой будем называть группу Шмидта с нормальной силовской 

p -подгруппой и ненормальной циклической силовской q -подгруппой. Для < , >p qS -группы S  
будем использовать запись = ,S P Q  где P  – нормальная силовская p -подгруппа, а Q  – 
циклическая ненормальная силовская q -подгруппа. 

Лемма 4. Пусть в группе G  все < , >p qS -подгруппы слабо субнормальны. 
(1)  Если ,H G≤  то в H  все < , >p qS -подгруппы слабо субнормальны. 
(2)  Если ,N G  то в /G N  все < , >p qS -подгруппы слабо субнормальны.  
Доказательство. Утверждение (1)  следует из леммы 1 (2). 
(2)  Пусть /S N  – < , >p qS -подгруппа группы / ,G N  а L  – минимальная подгруппа из S  

такая, что = .S LN  Согласно [4, лемма 2 (3)] подгруппа L  содержит < , >p qS -подгруппу A  та-

кую, что = .LL A  По условию подгруппа A  слабо субнормальна в ,G  а по лемме 1 (6) под-
группа L  слабо субнормальна в .G  Теперь по лемме 1 (1) подгруппа / = /LN N S N  слабо 
субнормальна в / .G N  

2. Группы со слабо субнормальной подгруппой Шмидта. 
Теорема 1. Пусть H  – слабо субнормальная подгруппа Шмидта группы .G  
(1)  Если подгруппа GH  неразрешима, то 4/ ( ) .H Z H A≅  
(2)  Если подгруппа GH  простая, то 4H A≅  и (2, 4).GH SL≅   
Доказательство. (1)  Если порядок H  нечетен, то GH  имеет нечетный порядок по 

лемме 2 (3). По теореме Томпсона–Фейта GH  разрешима. Если H  2-нильпотентна, то GH  
разрешима по лемме 2 (1). Если 3 не делит порядок ,H  то GH  разрешима по лемме 2 (2). 
Итак, GH  может быть неразрешимой только в случае, когда H  – 2-замкнутая {2, 3}-под-
группа. Из леммы 3 (2)–(3) получаем, что 4/ ( ) .H Z H A≅  

(2)  Пусть GH  – простая группа. По условию = ,H A B〈 〉  для некоторой субнормальной 
в G  подгруппы A  и полунормальной в G  подгруппы .B  По лемме 1 (2) подгруппа H  слабо 
субнормальна в ,GH  поэтому = 1A  и =H B  – полунормальная подгруппа в .GH  Значит, 
существует подгруппа GK H≤  такая, что =GH HK  и HX  – собственная подгруппа в GH  
для каждой собственной подгруппы X  из .K  Пусть 1K  – максимальная подгруппа в .K  
Предположим, что подгруппа 1 1.K ≠  Тогда 11 =G GK H≠  и 1

gK  не содержится в H  для неко-
торого .Gg H∈  Поэтому 1

gHK  – собственная подгруппа группы .GH  Согласно [16, лемма 2 

(3)] подгруппа H  перестановочна с 1
xK  для каждого Gx H∈  и ( )GH GH H≠  по [1, VI.4.10]. 
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Получили противоречие с простотой группы .GH  Значит | : |=| |GH H K  – простое число. Те-
перь ( ) = 1Z H  по [1, V.7.2] и 4.H A≅  Применяя [23, теорема 2], получаем, что (2, 4).GH SL≅  
Теорема доказана. 

Теорема 2. Если в группе G  все {2,3} -подгруппы Шмидта слабо субнормальны, то 
группа G  3 -разрешима. 

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть N  – нормаль-
ная  подгруппа  группы .G   По лемме  4 в  подгруппе  N  и  в  фактор-группе /G N  все 
{2, 3}-подгруппы Шмидта слабо субнормальны. Если 1,G N≠ ≠  то по индукции подгруппа 
N  и фактор-группа /G N  3 -разрешимы. Отсюда следует, что группа G  3-разрешима. По-
этому необходимо считать, что группа G  простая. 

Предположим, что в группе G  имеется {2,3} -подгруппа Шмидта .A  По теореме 1 (2) 
фактор-подгруппа 4/ ( )A Z A A≅  и группа = (2,4).GG A SL≅  Но в (2,4)SL  имеется подгруппа 
Шмидта 3 ,B S≅  которая по условию слабо субнормальна в .G  По теореме 1 (1) подгруппа 

GB  разрешима, противоречие. 
Таким образом, в группе G  нет {2,3} -подгрупп Шмидта. Проверим, что в этом случае 

группа G  является 4S -свободной, где 4S  – симметрическая группа степени 4. Допустим 
противное, т. е. предположим, что существуют подгруппы H  и K  такие, что K  нормальна 
в H  и 4/ .H K S≅  Так как 4S  содержит подгруппу 3 ,S  которая является <3,2>S -подгруппой, 
то в H  существует подгруппа T  такая, что K T≤  и 3/ .T K S≅  Согласно [4, лемма 2 (3)] 
в подгруппе T  имеется <3,2>S -подгруппа, противоречие. 

Следовательно, G  будет 4S -свободной. Согласно [24, 4.174] либо силовская 2-подгруп-
па в G  абелева, либо { (2 ),nG Sz∈  (3, 2 )},nU  n  – нечетное. Простые группы с абелевыми си-
ловскими подгруппами известны [24, 4.126], в каждой из этих групп имеется неабелева под-
группа порядка 6, которая будет <3,2>S -подгруппой. В группе (3,2 ),nU  n  – нечетное, также 

содержится <3,2>S -подгруппа. Поэтому эти группы исключаются. Группа Сузуки (2 )nSz  име-
ет порядок, не делящийся на 3, следовательно, группа G  3 -разрешима. 

Следствие 2.1. Если в группе G  слабо субнормальны все {2,3} -подгруппы Шмидта и 
все 5 -замкнутые {2,5} -подгруппы Шмидта, то группа G  разрешима.  

Доказательство. Воспользуемся индукцией по порядку группы. Пусть N  – нормаль-
ная подгруппа. По лемме 4 в подгруппе N  и в фактор-группе /G N  все {2,3} -подгруппы 
Шмидта и все <5,2>S -подгруппы слабо субнормальны. Если 1,N ≠  то N  и /G N  разрешимы 
по индукции, значит, разрешима и группа .G  Поэтому следует считать, что G  – простая 
группа. Но по теореме 2 группа G  3 -разрешима, следовательно, число 3 не делит порядок 
группы G  и (2 ),nG Sz≅  n  – нечетное по теореме Томпсона. Согласно [25, XI.3.6, XI.3.10] 
в группе G  имеется <5,2>S -подгруппа .A  По теореме 1 (1) подгруппа GA  разрешима, проти-
воречие. Следствие доказано. 

Пример 3. (1)  В 3(2,3 )PSL  нет <5,2>S -подгрупп и <3,2>S -подгрупп [26], поэтому усло-
вие слабой субнормальности <2,3>S -подгрупп в следствии 2.1 не является лишним. 

(2)  В (2,8)SL  нет <5,2>S -подгрупп и <2,3>S -подгрупп [26], поэтому группы со слабо 
субнормальными <5,2>S -подгруппами и <2,3>S -подгруппами могут быть неразрешимыми, а 
условие слабой субнормальности <3,2>S -подгрупп в следствии 2.1 не является лишним. 
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(3)  В (8)Sz  нет {2,3} -подгрупп Шмидта, поэтому группы со слабыми субнормальны-
ми {2,3} -подгруппами Шмидта могут быть неразрешимыми и условие слабой субнормаль-
ности 5 -замкнутых <5,2>S -подгрупп в следствии 2.1 не является лишним. 

Теорема 3. Если в группе G  каждая подгруппа Шмидта слабо субнормальна, то G′  
нильпотентна.  

Доказательство. Группа G  разрешима по следствию 2.1. Нильпотентность коммутан-
та 'G  равносильна тому, что .G NA∈  Воспользуемся индукцией по порядку группы и дока-
жем, что .G NA∈  Согласно лемме 4 (1) в каждой подгруппе группы G  все подгруппы 
Шмидта слабо субнормальны. По индукции все собственные подгруппы группы G  имеют 
нильпотентный коммутант. Поэтому G  – разрешимая минимальная не NA-группа и фактор-
группа / ( )G F G  будет минимальной неабелевой группой [27, лемма 3]. 

По лемме 3 (2) в каждой фактор-группе группы G  все подгруппы Шмидта слабо суб-
нормальны. По индукции, /G N NA∈  для всех неединичных нормальных подгрупп N  груп-
пы .G  Поскольку класс NA  – насыщенная наследственная формация [2, c. 36], то группа G  
примитивна:  

 = , , = ( ) = ( ) = ( ), ( )p GG N M M G N F G O G C N p G∈π   
и / ( )G F G M≅  – неабелева группа, в которой все собственные подгруппы абелевы. 

Если M  – непримарная группа, то M  является группой Шмидта, и по условию теоре-
мы M  слабо субнормальна в .G  Так как = 1GM  и каждая субнормальная в G  подгруппа из 
M  сдержится в ,GM  то M  полунормальна в G  и | : | = | | =G M N p  – простое число по [10, 
лемма 7]. Теперь G  сверхразрешима, а значит, .G NA∈  

Пусть M  – примарная q -группа. Тогда N  – силовская p -подгруппа группы G  и G  – 
p -замкнутая { , }p q -группа. Поскольку M  – неабелева q -группа, в которой все собственные 

подгруппы абелевы, то | ' | =M q  [1, s. 286]. Ясно, что ' 'NM G≤  и / ( )'G NM  абелева, поэтому 
= .' 'N M G  Если в группе G  все подгруппы Шмидта субнормальны, то фактор-группа 

/ ( )G F G  абелева по [4, теорема (5)], а значит, ,G NA∈  противоречие. Поэтому в G  суще-
ствует несубнормальная подгруппа Шмидта = ,S P Q  = .Q y〈 〉  Если = ,P N  то S  субнор-
мальна в ,G  противоречие. Значит, P  – собственная подгруппа в .N  Поскольку M  неабеле-
ва, а Q  циклическая, то можно считать, что < .Q M  Кроме того, поскольку P  абелева, то Q  
максимальна в S  в силу леммы 3 (4). 

Предположим, что S  полунормальна в .G  Тогда существует подгруппа T  такая, что 
=G ST  и 1 <ST G  для каждой подгруппы 1 < .T T  Теперь = qM QT  для некоторой силовской 

q -подгруппы qT  из T  [1, IV.4.6]. Из полунормальности подгруппы S  следует, что = .q qST T S  
Так как группа G  p -замкнута, то P  нормальна в .qST  Поскольку N  абелева и < ,P N  то P  
нормальна в .N  Теперь P  нормальна в ,G  противоречие с тем, что 1 ,P N≠ ≠  и N  – мини-
мальная нормальная в G  подгруппа. 

Следовательно, предположение неверно и подгруппа S  не полунормальна в .G  Но по 
условию S  слабо субнормальна в .G  Поэтому существуют подгруппы A  и B  такие, что 

= , ,S A B〈 〉  подгруппа A  субнормальна в ,G  подгруппа B  полунормальна в ,G  причем 
1 <A S≠  и  1 < ,B S≠   в частности, A   и  B   нильпотентны.  Так как ( ) = ,A F G N≤  то A  – 
p-подгруппа и .A P≤  Если | |B  не делится на | |,Q  то qB P y≤ ×〈 〉  по лемме 3 (4) и 

= , ,qS A B P y S〈 〉 ≤ ×〈 〉 ≠  противоречие. Поэтому | |Q  делит | | .B  Так как Q  максимальна 
в ,S  то без ущерба для доказательства можно считать, что = .Q B  Поскольку Q  полунор-
мальна в ,S  то | : | = | | =S Q P p  и q  делит 1.p −  

Так как ( ) = ,GC N N  то =' 'G N M  ненильпотентна и существует в 'G  подгруппа Шмидта 

1 1 1= ,S P Q  1 ,P N≤  1 = .'Q M  Поскольку q  делит 1,p −  то 1| | = .P p  По теореме Машке 
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1= ,nN P P× ×  2,n ≥  и 1iP Q  – подгруппы Шмидта для каждого i  ввиду того, что 

1( ) = ( ) = .'
G GN Q N M M  Если 1iP Q  субнормальна в G  для некоторого ,i  то для любого j i≠  имеем:  

 1 1 1 1 1 1= , = ,i j j j jP Q P Q Q P Q P Q P Q∩ ×     
противоречие. Предположим, что 1iP Q  полунормальна в G  для некоторого .i  Тогда суще-
ствует подгруппа V  такая, что 1= ( ) ,iG P Q V  1 1( ) <iP Q V G  для всех 1 < .V V  Согласно [1, 
IV.4.6] 1= qM QV  для некоторой силовской q -подгруппы qV  из .V  Так как 1 ( ),Q M≤ Φ  то 

= qM V  и = .V G  Но теперь 1iP Q  перестановочна с 1( )g
iP Q  для любого ,g G∈  поэтому 

1iP Q  субнормальна в ,G  противоречие. 
Следовательно, подгруппа 1 1P Q  не субнормальна и не полунормальна в .G  Но по 

условию 1 1P Q  слабо субнормальна в .G  Поэтому существуют подгруппы 1A  и 1B  такие, что 

1 1 1 1= , ,P Q A B〈 〉  подгруппа 1A  субнормальна в ,G  подгруппа 1B  полунормальна в ,G  причем 

1 11 <A S≠  и 1 11 < .B S≠  Но в этом случае, 1 1=A P  и 1 1= .B Q  Теперь существует подгруппа W  
такая, что 1=G QW  и 1 1 <QW G  для любой подгруппы 1 < .W W  Согласно [1, IV.4.6] 1= qM QW  
для некоторой силовской q -подгруппы qW  из .W  Так как 1 ( ),Q M≤ Φ  то = qM W  и = .W G  

Но теперь 1Q  перестановочна с 1( )gQ  для любого ,g G∈  поэтому 1Q  субнормальна в ,G  про-
тиворечие. Теорема доказана. 

Пример 4. Пусть nD  – диэдральная группа порядка n  и  
 6 10= = ([ ] ) ([ ] ), | | = 3, | | = 5, | | = | | = 2.G D D x a y b x y a b× 〈 〉 〈 〉 × 〈 〉 〈 〉  
Ясно, что ( ) =F G x y〈 〉 × 〈 〉  и / ( )G F G a b≅ 〈 〉× 〈 〉  – нециклическая группа. В G  каждая 

подгруппа Шмидта изоморфна 6D  или 10.D  Согласно [21, SmallGroup(60, 8)] в группе G  
каждая подгруппа Шмидта полунормальна, а значит и слабо субнормальна. Поэтому в тео-
реме 3 фактор-группа / ( )G F G  может быть нециклической. 

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция-2025», задание 1.1.02. 
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V. N. Kniahina, V. S. Monakhov 

Finite groups with weakly subnormal Schmidt subgroups 
 

Summary 
 A non-nilpotent finite group whose all proper subgroups are nilpotent is called a Schmidt 

group. A subgroup H  of a group G  is called weakly subnormal in G  if H  is generated by two 
subgroups, one of which is subnormal in G  and the other is seminormal in .G  We establish 3-sol-
vability of a finite group with weakly subnormal {2,3} -Schmidt subgroups. This implies solvability 
of a finite group with weakly subnormal {2,3} -Schmidt subgroups and 5 -closed {2, 5}-Schmidt 
subgroups. We prove nilpotency of the derived subgroup of a finite group in which all Schmidt 
subgroups are weakly subnormal. 


