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Неразрешимые группы с абелевыми добавлениями 
к не дисперсивным по Оре подгруппам 

 

Т.В. БОРОДИЧ 
 

Поскольку в каждой конечной группе любая подгруппа обладает добавлением, то задача исследо-
вания группы с ограничениями на добавления охватывает класс всех конечных групп. В данной 
работе исследуется строение конечной неразрешимой группы с абелевыми добавлениями к не 

дисперсивным по Оре подгруппам. 
Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, дисперсивная по Оре подгруппа, абелева группа. 
 

Since in every finite group any subgroup has a supplement, the problem of studying a group with re-
strictions on the supplement covers the class of all finite groups. The structure of a finite not solvable 
group with abelian additions to the non-dispersive by Ore subgroups is investigated. 
Keywords: finite group, solvable group, dispersive by Ore subgroups, abelian subgroup. 

 

Введение. Рассматриваются только конечные группы. Все встречающиеся обозначения 
и определения стандартны, их можно найти в [1], [2]. 

В работе [3] Л.А. Шеметков ввел понятие добавления (см. также [1, с. 132]). Добавле-

нием к подгруппе A конечной группы G называется такая подгруппа B из G, что GAB , но 

GAB1  для любой собственной подгруппы 1B  из B. Если, кроме того, 1BA , то B назы-

вается дополнением к подгруппе A. 

Строение групп, у которых подгруппы обладают дополнениями, исследовались в рабо-
тах Ф. Холла [4], С.Н. Черникова [5, с. 291] и других авторов. 

В.А. Шериев в своей работе [6] изучил строение конечной группы с дополняемыми не-
нормальными подгруппами. Позже в работе [7] Л.A. Шеметков исследовал группы с ограни-
чениями на дополнения и добавления к нормальным подгруппам. 

Поскольку в каждой конечной группе любая подгруппа обладает добавлением, то ана-
логичная задача относительно добавлений охватывает класс всех конечных групп. Однако 
при дополнительных ограничениях на добавления или на добавляемые подгруппы можно 
выделять разнообразные классы групп. 

Отметим, что конечные группы с нильпотентными подгруппами непримарного индекса 
изучены С.С. Левищенко [8]. Среди них нет неразрешимых групп. 

В работе [9] В.С. Монахов исследовал свойства неразрешимой группы с нильпотент-
ными добавлениями к несверхразрешимым подгруппам. 

В настоящей заметке изучается строение неразрешимых групп с абелевыми добавлени-

ями к не дисперсивным по Оре подгруппам. 
Доказывается следующий результат: 
Теорема. Конечная неразрешимая группа с абелевыми добавлениями к не дисперсив-

ным по Оре подгруппам изоморфна KSL n )2,2(  и KSL )5,2( , где K – абелева подгруппа, а 

)12( n  и n – простые числа. 

1. Используемые обозначения и определения. Группа G называется дисперсивной, ес-
ли она имеет нормальный ряд, факторы которого изоморфны силовским подгруппам. Группа 

G порядка n

nppp ...21

21  называется -дисперсивной, если nppp ...21  и для любого i группа 

G имеет нормальную подгруппу порядка i

ippp ...21

21 . Если при этом упорядочение  таково, 

что qp  влечет qp , то -дисперсивная группа называется дисперсивной по Оре. 

Группа с нормальной силовской p-подгруппой называется p-замкнутой, а группа с нор-
мальной p′-холловой подгруппой называется p-нильпотентной. 

Группой Шмидта называют ненильпотентную группу, все собственные подгруппы ко-
торой нильпотентны. 
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Запись BA][  означает полупрямое произведение нормальной подгруппы A и подгруппы В. 

Конкретные группы обозначаются следующим образом: nZ  – циклическая группа по-

рядка n; nD2  – диэдральная группа порядка n2 ; np
E  – элементарная абелева p-группа порядка 

np ; nA  и nS  – знакопеременная и симметрическая группы степени n соответственно; 

),( PnSL  – специальная линейная группа степени n над полем P; ),( PnPGL  и ),( PnPSL  – 

проективная полная и специальная линейные группы степени n над полем P. 
2. Вспомогательные утверждения. 

Лемма 1. В простой группе )2,2( nSL , где n и 12n  – простые числа. Каждая не дис-

персивная по Оре подгруппа изоморфна 
122

][ nn ZE . 

Доказательство. По теореме 2.54 [10, ст. 99] группа ),2( npPSL  содержит только сле-

дующие подгруппы: 

1) элементарные абелевы p-группы порядков p, 2p , ... , np ; 

2) циклические группы порядков z в случае, когда z делит dpn /)1( , где )1,2( npd ; 

3) диэдральные группы порядков z2 , где число z такое как в пункте 2; 

4) 4A  в случае, когда 2p  или 2p  и n – четное; 

5) 4S  в случае, когда )16(mod12np ; 

6) 5A  в случае, когда 5p  или )5(mod12np ; 

7) полупрямое произведение элементарной абелевой группы порядка kp  с циклической 

группой порядка t в случае, когда t делит dpk /)1(  и t делит )1( np ; 

8) ),2( kpPSL  в случае, когда k делит n; 

9) ),2( kpPGL  в случае, когда p – нечетное и k2  делит n. 

Для нашего случае, будем полагать 2p , имеем ),2(),2( kk pSLpPSL , где n и )12( n  – 

простые числа. 
Группы из пунктов 1–3 дисперсивны по Оре. 

В пункте 4, группа )2,2( nSL  содержит подгруппу 4A . Имеем 344 ][ ZEA , данная фак-

торизация удовлетворяет условию леммы, когда n=2. 

Случай из пункта 5 невозможен, так как 
n22  не сравнимо с 1 по модулю 16. 

В пункте 6 группа )2,2( nSL  содержит подгруппу 5A  в случае, когда )5(mod12np . 

Данная подгруппа не является не дисперсивной по Оре подгруппой. 

В пункте 7 группа )2,2( nSL  содержит подгруппу являющуюся полупрямым произведением 

элементарной абелевой группы порядка kp  с циклической группой порядка t в случае, когда t делит 

dpk /)1(  и t делит )1( np . По условию леммы )12( n  – простое число, следовательно, 12ntl  

отсюда 1l  и 12nt . Имеем 1212 kn
 и nk . Таким образом, получаем подгруппу 

122
][ nn ZE , которая не дисперсивна по Оре. Данная подгруппа удовлетворяет условию леммы. 

Группы из пунктов 8 и 9 не подходят, так как n – простое число и 2p . Лемма доказа-

на полностью. 
Лемма 2. Пусть GN  . Тогда, если GK  , то либо KN , либо EKN  и KNNK . 

Доказательство . Пусть KN . Тогда GKN   и KN  – собственная подгруп-
па в N. Поэтому EKN  и KNNK . 

Лемма 3. (т. 2.8 [11]) Пусть ABG  – неразрешимая группа, где A – группа Шмидта, B – 
нильпотентная группа. Тогда )(/ GRG , где )(GR  – наибольшая разрешимая нормальная под-

группа, изоморфна одной из групп: )7,2(PSL , )7,2(PGL , )2,2( nSL  и )12( n  – простое чис-

ло, )2,2( nAutSL , где n – некоторое простое число. 

Лемма 4. (т. 2.1 [11]) Пусть A – p-группа, где p – простое число, B – группа Шмидта и 
ABG . Если G – неразрешимая группа, то в A существует нормальная в G подгруппа P, такая, 
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что G / P изоморфна одной из следующих групп: )5,2(PSL , )7,2(PSL , )8,2(SL , )7,2(PGL , 

)8,2(AutSL  или )5,2(SL . 

3. Строение неразрешимых конечных групп с абелевыми добавлениями к не дис-
персивным по Оре подгруппам. 

Лемма 5. Пусть в конечной группе G каждая не дисперсивная по Оре подгруппа обла-
дает абелевым добавлением. Тогда в любой подгруппе и в любой фактор-группе группы G 
каждая не дисперсивная по Оре подгруппа обладает абелевым добавлением. 

Доказательство. Пусть H – произвольная подгруппа конечной группы G, и пусть A не дис-

персивная по Оре подгруппа из H. Поскольку GHA , то в группе G существует абелево добав-

ление B к не дисперсивной по Оре подгруппе A. Поэтому ABG , а подгруппа )( BHAH , где 

)( BH  – абелева в H. Следовательно, подгруппа A обладает абелевым добавлением в H. 

Пусть L – нормальная в группе G подгруппа, и LA /  – не дисперсивная по Оре под-

группа в LG / . Тогда A не дисперсивная по Оре подгруппа в группе G, и в G существует абе-

лева подгруппа B такая, что ABG . Поскольку LBL /  абелева в LG / , то LBLALG /// , 

т. е. к подгруппе LA /  можно найти в LG /  абелево добавление. 
Теорема. Конечная неразрешимая группа с абелевыми добавлениями к не дисперсив-

ным по Оре подгруппам изоморфна KSL n )2,2(  и KSL )5,2( , где K – абелева подгруппа, а 

)12( n  и n – простые числа. 

Доказательство . Пусть G – конечная неразрешимая группа с абелевыми добавлени-
ями к не дисперсивным по Оре подгруппам. Так как группа G неразрешима, то она не 2-
нильпотентна. Следовательно, по теореме IV.5.4 [2, с. 434] в G существует 2-замкнутая под-
группа Шмидта PSA ][ , где S – нормальная в A силовская 2-подгруппа, подгруппа P – цик-

лическая. Поскольку A не дисперсивная по Оре подгруппа, то по условию теоремы суще-

ствует абелева подгруппа B такая, что ABG . Из леммы 3 заключаем, что факторгруппа 

KG /  изоморфна )7,2(PSL , )7,2(PGL , )2,2( nSL  и )12( n  – простое число, )2,2( nAutSL , где 

n – некоторое простое число, а K – наибольшая разрешимая нормальная в G подгруппа. 
I) Пусть 1K . 

а) Группа )7,2(PSLG . По теореме 0.8. [11] данная группа факторизуется следующим образом: 
*

4747

*

437437837 )]([)]([)]([)7,2( SGSGSZZSZZDZZPSL , 

где 4S
 
и *

4S  – несопряженные в )7,2(PSL  симметрические группы степени 4. Так как факторизации не 

содержат не дисперсивных 2-замкнутых групп Шмидта, то данная группа исключается из рассмотрения. 

б) Группа )7,2(PGLG . Известно, что 2|)7,2(:)7,2(| PSLPGL  и факторизуется 

)]7,2([)7,2( PSLPGL , где 2|| . Обозначим через )7,2(PSLN  нормальную 

подгруппу в группе )7,2(PGL , в данной подгруппе есть не дисперсивная по Оре 2-замкнутая 

подгруппа 4AS . По условию теоремы она должна иметь абелево добавление в группе G. 

Пусть B – абелево добавление в группе G  к подгруппе S и SBG . Следовательно, по лемме 

5 )()7,2( BNSSBNGNNPSL  получаем противоречие, так как в )7,2(PSL  нет 

абелева добавления к 4A . 

в) Группа )2,2( nSLG  и )12( n  – простое число. По лемме 1 в простой группе 

)2,2( nSL  каждая не дисперсивная по Оре подгруппа изоморфна группе 
122

][ nn ZE . По теореме 

0.8 [11] последняя подгруппа имеет в )2,2( nSL  циклическое дополнение 
12nZ . Поскольку 

циклическая подгруппа является абелевой, тогда группа )2,2( nSL  удовлетворяет условию 

теоремы, когда n и )12( n  – простые числа. 

г) Группа )2,2( nAutSLG . Покажем, что она не удовлетворяет условию теоремы. 

Пусть )2,2( nAutSLX  и )2,2( nSLY . Известно, что Y нормальная в X подгруппа, а YX /  – 

циклическая группа порядка n. Используя теорему 0.8 [11] о том, что группа )2,2( nSL  имеет 

следующие две факторизации: 
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)12(212212122
)]([)]([)2,2( nnnnnn DZEZZESL n . 

Так как первая факторизация присутствует всегда, то можем ограничиться только ее 
рассмотрением. Для силовской 2-подгруппы Y2 из Y по лемме Фраттини [10, ст. 55] имеем  

)()())](([)( 2122121222 YNZYNZZYYYNX XXX nnn . 

Если 1)( 212
YNZH Xn , то H нормальна в подгруппе 

12 nZ  и 

)( 2

)( 212 YNHH X

YNZX n

. Поэтому XH  – разрешимая нормальная подгруппа группы G, что 

противоречит рассматриваемому пункту, где 1K . 

Следовательно, будем считать, что 1)( 212
YNZ Xn . Имеем  

|)(|||
|)(|

|)(|||
|)(||| 212

212

212
212

YNZ
YNZ

YNZ
YNZX X

X

X

X n

n

n

n , 

получаем |)(|)12()12)(12(2 2YNn X

nnnn . Имеем )12(2|)(| 2

nn

X nYN . 

Покажем, что )( 2YNX  – разрешима. Так как )()( 22 YNYYN XX   и 

YYNYNYX XX )(/)(/ 22  – циклическая, то )( 2YNX  – разрешима. Следовательно, по тео-

реме 4.35 [10, ст. 142] существует в )( 2YNX  подгруппа F порядка nn2 . 

Для 2n  подгруппа F – 2-замкнута, так как силовская 2-подгруппа нормальна в 

)( 2YNX . Предположим, что подгруппа F дисперсивна по Оре, тогда F – 2-нильпотентна и 

22 FFF , но этого быть не может так как внешний автоморфизм )2,2( nSL  не централизует 

силовскую 2-подгруппу. Поэтому F не дисперсивна по Оре. Так как  

)12)(12(2|)2,2(||)2,2(||| nnnnn nSLnAutSLX , 

то в X нет абелевой подгруппы порядка )12)(12( nn . Если бы такая подгруппа была, то она 

должна содержаться в )2,2( nSL . По выше приведенной факторизации группы )2,2( nSL  вид-

но, что в данной группе абелевой подгруппы порядка )12)(12( nn  нет. Следовательно, 

)2,2( nAutSL  не удовлетворяет условию теоремы при 2n . 

Если 2n , то для )4,2(AutSL  справедливо следующее включение 

344 ][)4,2()4,2( ZEASLAutSL , где не дисперсивная по Оре подгруппа изоморфна знако-

переменной группе 4A  порядка 12. Так как 532|)4,2(| 3AutSL , то группа )4,2(AutSL  по 

условию теоремы должна обладать, абелева подгруппа B порядка, делящегося на 10. Но та-

кой абелевой подгруппы в )4,2(AutSL  нет. 

Таким образом, при 1K  группа G изоморфна )2,2( nSL , если n и 12n
 – простые числа. 

II) Пусть теперь 1K . 
а) Предположим, что K не является минимальной нормальной в G подгруппой, и пусть 

L – минимальная нормальная в G подгруппа, содержащаяся в K. По индукции, 

KFLGG / , где K  – абелева, а F  изоморфна )2,2( nSL  или )5,2(SL , n и 12n
 – про-

стые числа. Так как 1K , то F  – собственная в G  подгруппа, и для ее прообраза F в группе 

G по индукции получаем, что LFF 1 , где подгруппа 1F  изоморфна )2,2( nSL  или )5,2(SL . 

Если  – автоморфизм группы F, то 11)( FF  и их пересечение 11)( FF  – нормальная 

в 1F  подгруппа. Если 11)( FF , то FFFFFF )(/)(/)( 1111  является подгруппой абеле-

вой группы LFF 1/ . Но )2,2()( 1

nSLF  или )5,2(SL , а эти группы совпадают со своими 

коммутантами. Поэтому 11)( FF  и подгруппа 1F  характеристическая в F. 

Поскольку подгруппа 1F  характеристическая в F, а F нормальна в G, тогда 1F  нормаль-

на в G. Из условия KL  и индукции LFF 1  следует, что 

LKFKLFKFL )()( 11 . Получаем, что условие LKFL )( 1  выполняется, 

когда 11 KF  и имеем KFG 1 . Поскольку для не дисперсивной по Оре подгруппы A из 
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1F  существует абелево добавление B такое, что ABG . Следовательно, 

11111 //// FBBFBFFABFGK  будет абелевой подгруппой, как факторгруппа абеле-

вой подгруппы. Условие теоремы в данном случае справедливо. 
б) Теперь рассмотрим случай, когда K минимальная нормальная в G подгруппа. 

Предположим, что коммутант G  собственная в G подгруппа. Так как по свойствам 

коммутантов лемма 4.6 [10, с. 119] KKGKG /)/( . Так как KG /  – простая группа, то 

KGKG /)/(  и KGG . По лемме 2 получаем, что из минимальности K получаем, что ли-

бо GK , либо 1KG . Если GK , то GG  – противоречие с тем, что G  собствен-

ная в G подгруппа. Следовательно, 1KG  и KGG . Так как )2,2(/ nSLKGG , 

где n и 12n  – простые числа. В этом случае теорема доказана. 

Итак, пусть GG . Если K – собственная подгруппа в своем централизаторе, то из про-

стоты KG /  и KGKKCG //)(1   следует, что GKCG )( , то есть K содержится в центре G. 

Теперь по теореме V.25.7 [2, с. 646], получаем, что группа G изоморфна )2,2( nSL  или )5,2(SL . 

Пусть )(KCK G , то есть самоцентрализуема. Поскольку K разрешима, то K – r-группа, 

для некоторого простого числа r. Допустим, что существует простое rt  делящее порядок 

группы G, и пусть T – силовская t-подгруппа из G. Если подгруппа TK][  дисперсивна по Оре, 

то подгруппа у которой порядок есть степень наибольшего числа нормальна в группе, т. е. 

GT   и получаем TKTK][  нильпотентна и K не самоценрализуема. Если TK][  не дис-

персивна по Оре, то по условию теоремы в группе существует абелева подгруппа D такая, что 

DTKG )]([ . Но теперь KDKKKTKG /// . Так, как TKTTKKT //  будет при-

марной подгруппой и KDDKDK //  – абелева подгруппа, то KDKKKTKG /// явля-
ется разрешимой группой как произведение двух нильпотентных подгрупп, противоречие с 
условием. Итак, r – наибольшее простое число, делящее порядок группы G. 

Допустим, что K не содержится в абелевом добавлении B. Тогда B – собственная в BK  

подгруппа. Так, как ABG , то 1BKA , где A – подгруппа Шмидта. Порядок подгруппы 

12|/||| nKBKB  и K – r-группа, то BK  группа нечетного порядка. Подгруппа PSA ][  

имеет порядок )12(2 nn  и 12n
 – простое число. Поэтому PBKA  так, как r – 

наибольшее простое число, делящее порядок G и теперь )(BKSG . Поскольку 

SKSSKSK //  будет 2-подгруппой, а KBBKBK //  – абелева подгруппа, то фак-

тор-группа KBKKSKKG ///  будет разрешимой, как произведение двух нильпотентных 
подгрупп. Противоречие с условием. 

Следовательно, K содержится в абелевом добавлении B и из самоцентрализуемости K и 
абелевости B получаем, что B – r-группа для наибольшего простого r, делящего порядок G. 

Из лемме 4 получаем, что KG /  изоморфна одной из следующих групп: )5,2(PSL , )7,2(PSL , 

)8,2(SL , )7,2(PGL , )8,2(AutSL  или )5,2(SL . 

1) Группа 54)5,2(/ ZAPSLKG . Имеем из условия теоремы KBKAKG /// , где 

4/ AKA  – не дисперсивная по Оре 2-замкнутая подгруппа, а 5/ ZKB  – абелево добавле-

ние к не дисперсивной по Оре подгруппе, где K – r-группа наибольшего порядка, 5r . По 

теореме Шура-Цассенхауза [10, ст. 136] получаем ][KLA  и 4AL . По условию теоремы в 

группе найдется абелево добавление N к не дисперсивной по Оре подгруппе L такое, что 

LNG . Но теперь 
XNK , XLNG  и )(KCNK G

X  – противоречие. Так как K – са-

моцентрализуемая подгруппа. 

2) Группа )7,2(/ PSLKG . По теореме 0.8.[7] данная группа факторизуется следую-

щим образом: 
*

4747

*

437437837 )]([)]([)]([)7,2( SGSGSZZSZZDZZPSL , 

где 4S  и *

4S  – несопряженные в )7,2(PSL  симметрические группы степени 4. В данной факториза-

ции нет не дисперсивных по Оре подгрупп, поэтому данная группа исключается из рассмотрения. 
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3) Группа )8,2(/ SLKG . Имеем из условия теоремы KBKAKG /// , где по лемме 1 

фактор-группа 78][/ ZEKA  – не дисперсивная по Оре 2-замкнутая подгруппа, а 9/ ZKB  – 

абелево добавление к не дисперсивной по Оре подгруппе, где K – r-группа, 3r . По теореме 

Шура-Цассенхауза [10, ст. 136] получаем ][KLA  и 78][ ZEL . По условию теоремы в 

группе найдется абелево добавление N к не дисперсивной по Оре подгруппе L такое, что 

LNG . Но теперь XNK , XLNG  и )(KCNK G

X  – противоречие. Так как K – са-

моцентрализуемая подгруппа. 
4) Группа )7,2(/ PGLKG . Известно, что 2|)7,2(:)7,2(| PSLPGL . Отсюда получаем 

следующую факторизацию )]7,2([)7,2( PSLPGL , где 2|| , где 
*

4747

*

437437837 )]([)]([)]([)7,2( SGSGSZZSZZDZZPSL , 

причем 4S  и *

4S  – несопряженные в )7,2(PSL  симметрические группы степени 4. Имеем из 

условия теоремы KBKAKG /// , где 4/ AKA  – не дисперсивная по Оре 2-замкнутая 

подгруппа. По теореме Шура-Цассенхауза [10, ст. 136] получаем ][KLA  и 4AL . По 

условию теоремы в группе найдется абелево добавление N к не дисперсивной по Оре под-

группе L такое, что LNG . Но теперь XNK , XLNG  и )(KCNK G

X  – противоре-

чие. Так как K – самоцентрализуемая подгруппа. 

5) Группа )2,2()8,2(/ 3AutSLAutSLKG . В пункте I г) показано, что в группе 

)2,2( nAutSL  нет не дисперсивных по Оре подгрупп, при 2n . 

6) Группа )5,2(/ SLKG . В )5,2(SL  существует не дисперсивная по Оре 2-замкнутая 

подгруппа Шмидта 38][ ZQ . Имеем из условия теоремы KBKAKG /// , где 38][/ ZQKA  – 

не дисперсивная по Оре 2-замкнутая подгруппа, а KB /  – абелево добавление к не диспер-
сивной по Оре подгруппе. По теореме Шура-Цассенхауза [10, ст. 136] получаем ][KLA  и 

38][ ZQL 3. По условию теоремы в группе найдется абелево добавление N к не дисперсив-

ной по Оре подгруппе L такое, что LNG . Подгруппа N – r-группа наибольшего порядка, 

5r . Следовательно, rGN  и получаем цепь включений )(KCNK G  – противоречие. 

Так как K – самоцентрализуемая подгруппа. Теорема доказана полностью. 
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