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Аннотация. Рассматривается методика решения обратных задач моделирования процесса магнитно-абразивной  
финишной обработки плоских поверхностей. Решение задачи позволяет определять закон управления давлением на  
заготовку, обеспечивающий съем припуска в соответствии с заданной функцией. Задача формулируется в матричном 
виде на основе уравнения Престона, а соответствующая система линейных уравнений решается итерационным  
методом Качмажа. На основе анализа численных примеров показано, что управление давлением при обработке  
позволяет с достаточно высокой точностью (отклонение не более 2,2%) реализовать заданную функцию съема припуска,  
в частности, практически равномерную функцию съема, а также функцию съема, обеспечивающую компенсацию 
начальных погрешностей формы заготовки. 
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Abstract. The article considers the solution technique for inverse modelling problems of magnetic-abrasive finishing of planar 
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basis of Preston’s equation, and the corresponding linear system of equations is solved using iterative Kaczmarz method. On the 
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as the removal function providing compensation of initial shape errors of the workpiece. 
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Введение  
В настоящее время создание многих опти-

ческих, электронных и оптико-электронных уст-
ройств требует применения сверхплоских по-
верхностей с чрезвычайно высокими требова-
ниями к шероховатости и глубине дефектного 
слоя. Примерами являются зеркала для сверхже-
сткого (экстремального) ультрафиолетового из-
лучения, зеркала лазерных резонаторов, подлож-
ки для микро- и наноэлектроники [1]. Для опти-
ческих зеркал отклонение от плоскостности не 
должно превышать λ / 10, где λ – длина волны 
светового излучения, что соответствует значениям 

менее 80 нм для видимого света и еще более 
низким значениям для ультрафиолетового излу-
чения, а для полупроводниковых подложек нор-
мируется параметр TTV (Total Thickness Varia-
tion), представляющий собой общее изменение 
(отклонение) толщины по пластине. Требования 
к параметру TTV ужесточаются по мере увели-
чения степени интеграции электронных микро-
схем, миниатюризация элементов которых тре-
бует применения проекционных фотолитографи-
ческих систем с большими числовыми апертура-
ми [2]. В настоящее время технология магнито-
реологической финишной обработки (МРФО) 
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позволяет достигнуть значений TTV до 40 нм 
для подложек диаметром 300 мм [2]. Традицион-
но финишная обработка полупроводниковых 
подложек производится методом химико-
механического полирования, однако разрабаты-
ваются альтернативные методы обработки, такие 
как МРФО, магнитно-абразивная финишная об-
работка (МАФО), плазменная, ионно-лучевая и 
лазерная обработка [3], [4]. МАФО является пер-
спективным методом обработки полупроводни-
ковых подложек, так как позволяет обеспечить 
требуемые для них значения шероховатости (Ra 
0,7..2 нм) и минимальную глубину дефектного 
слоя [5, с. 192]. Однако недостаточно исследо-
ванными являются проблема обеспечения рав-
номерности съема припуска при МАФО и более 
общая проблема обеспечения съема припуска по 
заданному закону (корректирующей обработки 
поверхности, имеющей отклонения формы). Мо-
делирование процесса МАФО включает в себя 
две задачи: прямую, состоящую в расчете функ-
ции съема припуска при заданных параметрах 
процесса обработки, и обратную, заключающую-
ся в определении параметров процесса МАФО, 
обеспечивающих съем припуска по заданному 
закону [6]. Упомянутые выше проблемы отно-
сятся к классу обратных задач. Прямые задачи 
моделирования процесса МАФО ранее рассмат-
ривались в работах [6], [7], а обратные задачи – в 
работе [6], где описаны матричная формулировка 
обратной задачи и методика ее решения с помо-
щью псевдообратной матрицы Мура – Пенроуза 
с использованием регуляризации по Тихонову, а 
также в работе [8], где описаны формулировка и 
решение обратной задачи для случая обработки с 
простой кинематикой. В данной статье описы-
ваются альтернативный подход к решению об-
ратных задач моделирования процесса МАФО, 
основанный на применении метода Качмажа, и 
его преимущества по сравнению с методикой, 
предложенной ранее. 

 

1 Постановка и методика решения задачи 
Схема, иллюстрирующая кинематику про-

цесса МАФО, приведена на рисунке 1.1. 
 

 
Рисунок 1.1 – Кинематика процесса МАФО 

На рисунке использованы следующие обо-
значения: R – радиус обрабатываемой заготовки; 
r – радиус зоны обработки (радиус полюсного 
наконечника магнитной системы станка); Ω – 
угловая скорость вращения заготовки; ω – угло-
вая скорость вращения полюсного наконечника; 
vr – линейная скорость радиального перемеще-
ния полюсного наконечника; (ρ, φ) – полярные 
координаты точки A поверхности заготовки с 
радиус-вектором ρ; (ρс, φс) – полярные координа-
ты центра C зоны обработки, имеющего радиус-
вектор ρc. 

Линейная скорость съема припуска RR 
(скорость изменения толщины заготовки dH / dt) 
может быть определена из уравнения Престона 
[9, с. 18] 

( , , )

( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( )),P c c c c

RR t

K p t t v t t

  
        

(1.1) 

где KP – коэффициент Престона, зависящий от 
условий обработки; ( , , ( ), ( ))c cp t t     – давле-

ние на поверхность заготовки в точке с координа-
тами (ρ, φ) в момент времени t, соответствующий 
расположению центра зоны обработки в точке с 
координатами (ρс(t), φс(t)); ( , , ( ), ( ))c cv t t     – 

скорость движения точки поверхности заготовки с 
координатами (ρ, φ) относительно полюсного на-
конечника. 

Функция съема припуска рассчитывается 
путем интегрирования уравнения (1.1): 

0

( , ) ( , , ) ,
T

h RR t dt                  (1.2) 

где T – продолжительность процесса обработки. 
Обратная задача моделирования процесса 

МАФО состоит в определении закона управле-
ния параметрами обработки (давлением p и/или 
скоростью v), обеспечивающего требуемое рас-
пределение съема припуска зад ( , ).h    Предпоч-

тительным является управление давлением p, так 
как оно влияет на скорость съема припуска ли-
нейным образом, а скорость v связана с кинема-
тическими параметрами процесса обработки (Ω, 
ω и vr) нелинейной зависимостью. Управление 
скоростью v рационально использовать для про-
цессов обработки, характеризующихся простой 
кинематикой, например, линейным перемещени-
ем инструмента относительно неподвижной за-
готовки [8]. С точки зрения технической реали-
зации возможны следующие варианты управле-
ния давлением при обработке: 

1. Регулирование индукции магнитного поля 
путем изменения силы тока, протекающего через 
обмотку электромагнитного индуктора станка. 

2. Регулирование воздушного зазора между 
полюсным наконечником станка и поверхностью 
заготовки. 

3. Регулирование скважности импульсов 
магнитного поля при фиксированной частоте 
повторения (широтно-импульсная модуляция). 
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Давление может регулироваться за счет из-
менения параметров магнитного поля, так как 
давление при МАФО определяется величиной 
сил, действующих со стороны магнитного поля 
на частицы ферроабразивного порошка [10]. 

Так как в дальнейшем будет рассматривать-
ся только качественная картина распределения 
съема припуска, то для упрощения расчетов 
можно положить в уравнении (1.1) 1.PK   При-

мем также предположение о равномерном рас-
пределении давления в зоне обработки: 

0( ) при ( ) ,
( , , ( ), ( ))

0 при ( ) ,
c

c c
c

w t p t r
p t t

t r

  
       

ρ ρ

ρ ρ
 

где p0 – начальное давление, для которого путем 
решения прямой задачи при ( ) 1w t   или экспе-

риментальным путем при неизменном давлении 
на заготовку определяется функция съема при-
пуска баз ( , )h    (базовая функция съема припус-

ка); w(t) – безразмерная весовая функция, описы-
вающая закон управления давлением при обра-
ботке, обеспечивающий съем припуска в соот-
ветствии с заданной функцией зад ( , ).h    

При необходимости реальная функция рас-
пределения давления может быть определена 
экспериментальным или расчетным путем и без 
труда введена в рассматриваемую модель. 

Если разбить интервал времени [0; ]t T  

на Nt подинтервалов вида 1[ ; ],k kt t t   где 

2 ( 1)kt k     при {1, 2, ..., },tk N  1 ,
tNt T   

 2tN T    – число оборотов заготовки за 

время обработки T (Nt-й оборот в общем случае 
является неполным),    – операция округления 

до ближайшего большего целого значения, и 
считать, что весовая функция w(t) является ку-
сочно-постоянной, принимая значение ( ) kw t w  

при 1[ ; ]k kt t t  , то уравнение (1.2) примет вид 

 ( )
зад баз

1
( , ) ( , ),

tN
k

k
k

h w h


                 (1.3) 

где 
1

( )
баз 0( , ) ( , , ( ), ( )) ( ( ) )

k

k

t
k

c c c
t

h p v t t r t dt


          ρ ρ

 – базовая функция съема припуска для k-го обо-
рота заготовки, ( )   – единичная функция Хеви-

сайда. 
Если считать, что функции ( )

баз ( , )kh    и 

зад ( , )h    являются осесимметричными (ради-

альными), то уравнение (1.3) можно записать в 
одномерной форме (зависящей только от ради-
альной координаты ρ): 

 ( )
зад баз

1
( ) ( ),

tN
k

k
k

h w h


                   (1.4) 

где зад зад( ) ( , 0),h h    ( ) ( )
баз баз( ) ( , 0).k kh h    

Принятое допущение об осесимметрично-
сти функций ( )

баз ( , )kh    является справедливым 

при малых относительных радиальных подачах 
2 1.r rs r v r     Функция зад ( , )h    являет-

ся радиальной при осесимметричности началь-
ного распределения отклонений формы заготов-
ки. При больших относительных радиальных 
подачах и/или неосесимметричности начального 
распределения отклонений формы заготовки 
уравнение (1.3) должно решаться в двумерной 
форме с более высокой частотой дискретизации 
по времени, позволяющей регулировать давле-
ние в пределах одного оборота заготовки, что 
необходимо для коррекции локальных азиму-
тальных изменений профиля заготовки. 

Если дискретизировать уравнение (1.4) по ра-
диальной координате ( ,i riR N   {1,2,..., 1}),ri N   

то его можно будет представить в матричной 
форме: 

 баз зад{ } ,h w h                        (1.5) 

где ( )
баз баз ( ),k

i, k ih h    зад зад ( ).i ih h    

Точки с координатами 0   и R   не 

включаются в совокупность точек дискретиза-
ции, так как в дальнейшем рассматривается слу-
чай (0) ,c R r    ( ) ,c T r   для которого 

( ) ( )
баз баз(0) ( ) 0k kh h R    (так называемый «краевой 

эффект», состоящий в снижении съема припуска 
до нуля на краях заготовки, не пересекаемых 
инструментом при обработке). При необходимо-
сти рассмотрения более общего случая 

(0) ,c R r    ( )c T r   дискретизация должна 

выполняться по схеме ( 1) ,i ri R N    

{1, 2, ..., 1}.ri N   

Уравнение (1.5) может быть решено с по-
мощью псевдообратной матрицы Мура – Пен-
роуза [6], однако представляют интерес и аль-
тернативные подходы к его решению. В частно-
сти, при решении уравнения (1.3) в двумерной 
постановке оно сводится к уравнению вида (1.5) 
с большим числом неизвестных, для которого 
псевдоинверсия матрицы является чрезвычайно 
затратной для вычислений. Поэтому целесооб-
разно на примере одномерной задачи рассмот-
реть в качестве тестового примера специальные 
приемы, применяемые для решения линейных 
систем уравнений с большим числом неизвест-
ных. Такие линейные системы возникают, на-
пример, в обратных задачах компьютерной томо-
графии при восстановлении изображений по их 
проекциям и решаются с помощью итеративных 
методов алгебраической реконструкции, приме-
ром которых является метод ART (Algebraic Re-
construction Technique) [11, с. 47]. В задачах ком-
пьютерной томографии возникают системы вида 
{ } ,A x b  где x – подлежащий определению вектор 
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свойств объекта, например, линейного коэффи-
циента ослабления излучения в рентгеновской 
томографии; b – вектор проекционных данных; 
{A} – матричная форма оператора проецирова-
ния (в рентгеновской томографии представляет 
собой оператор интегрирования вдоль проекци-
онных лучей) [12]. Общими свойствами рассмат-
риваемых обратных задач компьютерной томо-
графии и моделирования процесса МАФО явля-
ются неотрицательность элементов матрицы, 
положительность вектора правой части и разре-
женность матрицы. Решение обоих типов задач 
должно удовлетворять требованию неотрица-
тельности. Важным свойством итеративных ме-
тодов алгебраической реконструкции является 
построчный характер вычислений, то есть при 
выполнении итераций одновременно использу-
ется только одно из уравнений системы. Это по-
зволяет уменьшить загрузку оперативной памя-
ти, так как не требуется хранение в оперативной 
памяти всей матрицы {A}. 

С математической точки зрения метод ART 
эквивалентен методу Качмажа, широко исполь-
зуемому для решения переопределенных систем 
линейных уравнений с большим числом неиз-
вестных [13]. В общем случае алгоритм Качмажа 
формулируется следующим образом: 

T ( )
( 1) ( ) T

2T

({ } )
({ } ) ,

({ } )

i k
k k ii

k
i

b  
  

 

 
  

A x
x x A

A
 

(0) ,x 0  

где ( )kx  – k-е приближение решения; 
mod( , ) 1i k N   – номер уравнения системы, 

используемого при выполнении текущего шага 
алгоритма; N – количество уравнений системы; 
mod( , )k N  – остаток от деления числа k на число 

N; λk – релаксационный параметр; T({ } ) i A  – i-й 

столбец транспонированной матрицы {A}; точка 
обозначает скалярное произведение векторов;  
||·|| – евклидова (ℓ2) норма. 

Формула mod( , ) 1i k N   обеспечивает 

приведение значений i к диапазону от 1 до N, 
когда номер шага k превышает количество N 
уравнений системы (периодический возврат к 
начальному уравнению системы после выполне-
ния итераций на всех уравнениях системы). 

Релаксационный параметр λk может прини-
маться равным единице, однако его правильный 
выбор позволяет ускорить сходимость алгорит-
ма. Простейшим вариантом удовлетворения тре-
бованию неотрицательности решений является 
присвоение нулевых значений отрицательным 
элементам вектора ( 1)kx  [14], однако в рассмат-
риваемых далее численных примерах требование 
неотрицательности удовлетворяется автоматиче-
ски. Матрица {A} является плохо обусловленной 
для многих обратных задач. Улучшению обуслов-
ленности задачи способствует ее регуляризация,  

в результате которой также может повышаться 
гладкость решения [6; 15, с. 49]. Метод Качмажа 
обладает регуляризационными свойствами, если 
рассматривать в качестве параметра регуляриза-
ции количество шагов k [16]. При использовании 
регуляризации по Тихонову выбор оптимальных 
значений параметра регуляризации является бо-
лее сложной задачей. В дальнейшем на основе 
анализа численных примеров будет показано, 
что увеличение числа шагов k приводит к повы-
шению точности решения, однако при этом 
ухудшается гладкость решения. В связи с этим 
выбор значения параметра регуляризации явля-
ется компромиссной задачей, требующей соблю-
дения оптимального баланса между точностью и 
гладкостью решения. 

 
2 Результаты и их обсуждение 
Расчеты производились с помощью про-

граммы Mathcad при следующих значениях ис-
ходных данных: радиус заготовки R = 150 мм, 
радиус полюсного наконечника r = 10 мм, угло-
вая скорость вращения заготовки Ω = 2π рад/с, 
угловая скорость вращения полюсного наконеч-
ника ω = 10Ω, линейная скорость радиального 
перемещения полюсного наконечника vr = 1 мм/с, 
Nr = 150, начальное положение центра зоны об-
работки (0) ,c R r    конечное положение цен-

тра зоны обработки ( ) ,c T r   продолжитель-

ность обработки T = 130 с, Nt = 130. 
Пример 1: задача о равномерном съеме 

припуска с краевым эффектом. Требуемый за-
кон съема припуска задавался в виде трапецеи-
дальной функции (рисунок 2.1, а, кривая 1), что 
соответствует равномерному съему припуска в 
зоне 2 2r R r     и учитывает возникновение 

зон краевого эффекта. 

Расчет функций баз баз( ) ( , 0)h h    и ( )
баз ( )kh   

производился с помощью ранее описанной мето-
дики решения прямых задач [6]. Величина съема 
припуска выражалась в относительных единицах 
путем деления расчетного значения величины 
съема на максимальное значение базовой функ-

ции баз ( )h  , график которой представлен на ри-

сунке 2.1, б. 
В качестве критерия остановки итераций в 

методе Качмажа использовалось условие 

 
(( 1) ) ( )

(( 1) )
0,05,

k N kN

k N








w w

w
             (2.1) 

где {0, 1, ...},k   <·> – среднее значение, N – ко-

личество уравнений системы (1.5). 
Условие (2.1) удовлетворялось при k = 38, 

что соответствует 39 полным циклам итераций 
на всех уравнениях системы. 

Расчетное распределение съема припуска, 
полученное на основе решения обратной задачи, 
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представлено на рисунке 2.1, в. Как следует из 
анализа графика, в зоне равномерного съема от-
клонение от равномерности съема припуска не 
превышает 2,2%. На рисунке 2.2 а, б представле-
ны расчетные графики изменения весовой функ-
ции w(t), полученные методом Качмажа при раз-
личных значениях количества итераций. 

 

 
 

 
 

 
 

1 – трапецеидальная функция съема;  
2 – сглаженная функция съема 

 

Рисунок 2.1 – Графики съема припуска: 
а) график требуемого распределения съема  
    припуска;  
б) график базовой функции съема; 
в) график, полученный на основе решения 
    обратной задачи 

 

 

 
1 – кривые, полученные путем решения обратной 

задачи; 2 – кривые, полученные на основе 
приближенных формул 

 

Рисунок 2.2 – Графики изменения весовой функции:  
а) расчет методом Качмажа, 39 итераций;  
б) расчет методом Качмажа, 128 итераций; 
в) расчет с помощью матрицы Мура – Пенроуза; 
г) расчет методом Качмажа для сглаженной  

    функции зад ( ),h   39 итераций 

а) 

б) 

в) 

а) 

б) 

в) 

г) 
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Для сравнения на этом же рисунке приведе-
ны графики изменения весовой функции w(t), 
рассчитанные путем решения обратной задачи с 
помощью матрицы Мура – Пенроуза с использо-
ванием регуляризации по Тихонову [6] (рисунок 
2.2, в) и на основе приближенных формул, пер-
воначально предложенных (без строгого матема-
тического обоснования) применительно к задаче 
о нанесении равномерных по толщине покрытий 
[6], [17]. Как видно из графиков, с увеличением 
количества итераций наблюдается снижение 
гладкости весовой функции, что усложняет тех-
ническую реализацию соответствующего закона 
управления давлением при обработке. Выигрыш 
в точности решения оказывается при этом несу-
щественным: отклонение от равномерности съе-
ма припуска в зоне равномерного съема состав-
ляет около 1,6% при расчете весовой функции по 
128 итерациям против 2,2% при расчете по 39 
итерациям. Весовые функции, рассчитанные пу-
тем решения обратной задачи, совершают коле-
бания относительно значений, рассчитанных по 
приближенным формулам, с сохранением обще-
го тренда изменения. Общий характер изменения 
весовых функций, рассчитанных методом Кач-
мажа, близок к характеру изменения функции, 
рассчитанной с помощью матрицы Мура-
Пенроуза. Для весовых функций, рассчитанных 
методом Качмажа, в момент времени, соответст-
вующий прохождению центра зоны обработки 
через границу 2R r    зоны краевого эффекта, 

наблюдается разрыв первого рода (отмечен 
стрелкой на рисунке 2.2 а), что может быть объ-
яснено разрывностью первой производной функ-

ции зад ( )h   в точке 2R r    и может затруд-

нять управление давлением при обработке. При 

использовании сглаженной функции зад ( ),h   для 

которой съем припуска в зонах краевого эффекта 
описывается косинусоидальными функциями 
(рисунок 2.1, а, кривая 2), получается кривая из-
менения весовой функции, не имеющая разрывов 
первого рода и представленная на рисунке 2.2, г. 

Пример 2: задача определения парамет-
ров корректирующей обработки. Предполо-
жим, что заготовка имеет погрешности формы, 
вызванные обработкой при постоянном давле-
нии, съем припуска при которой описывается 

базовой функцией съема баз ( )h   (рисунок 2.1, б). 

Для устранения погрешностей формы при кор-
ректирующей обработке естественно определить 
функцию требуемого распределения съема при-
пуска как 

 корр зад 0 баз( ) ( ) ( ),h h h           (2.2) 

где зад 0 ( )h   – функция требуемого распределе-

ния съема припуска, используемая в задаче о 
равномерном съеме припуска (рисунок 2.1, а). 

Так как величина съема припуска должна 

удовлетворять ограничению корр ( ) 0,h    то оп-

ределение вида (2.2) можно использовать только 

при условии зад 0 баз( ) ( ),h h     однако данное ус-

ловие может не выполняться в зоне краевого эф-
фекта, что иллюстрируется рисунком 2.3, а. 

 

 
1 – кривые, полученные для трапецеидальной 

функции зад 0 ( );h   2 – кривые, полученные для 

сглаженной функции зад 0 ( )h   
 

Рисунок 2.3 – Графики функции требуемого рас-
пределения съема припуска: 

а) расчет по формуле (2.2);  
б) расчет по формуле (2.3) 

 
Как показывает рисунок 2.3, б, добиться 

выполнения условия корр ( ) 0h    можно путем 

введения в уравнение (2.2) коэффициента Kh > 1, 
характеризующего повышение максимального 
значения суммарного съема припуска 

корр баз( ) ( )h h     по сравнению с максимальным 

значением съема при базовой обработке: 

 корр зад 0 баз( ) ( ) ( ).hh K h h                 (2.3) 

Для трапецеидальной функции зад 0 ( )h   ми-

нимальное значение коэффициента Kh составило 

3,3, а для сглаженной функции зад 0 ( )h   – 26,8. 

При расчете было принято значение Kh = 3,5 для 
трапецеидальной функции. 

а) 

б) 
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На рисунке 2.4 представлены расчетный 
график изменения весовой функции w(t), полу-
ченный методом Качмажа для 39 итераций, и 
расчетное распределение суммарного съема при-

пуска корр баз( ) ( ),h h     полученные для трапе-

цеидальной функции зад 0 ( ).h   
 

 
 

Рисунок 2.4 – Результаты решения обратной за-
дачи для корректирующей обработки: 
а) график изменения весовой функции;  
б) распределение суммарного съема припуска 

 
Отклонение от равномерности съема при-

пуска в зоне равномерного съема составляет 
около 2,2%. 

Рассмотренная задача может быть решена 
другим, более простым способом, так как нам 
была доступна априорная информация об усло-
виях формирования исходных погрешностей 
формы (было сделано предположение, что они 
вызваны обработкой при постоянном давлении). 
Так как съем припуска линейно зависит от вели-
чины давления на заготовку, то при обработке 
заготовки в несколько этапов (начальная обра-
ботка с последующей корректирующей обработ-
кой) эквивалентная весовая функция (весовая 
функция, соответствующая съему суммарного 
припуска за один этап) равна сумме весовых 
функций для каждого из этапов: 

экв нач корр( ) ( ) ( ).w t w t w t   
Так как нами было принято предположение о 
постоянстве давления на первом (начальном) 

этапе обработки, то весовая функция для первого 
этапа нач ( ) 1.w t   Эквивалентная весовая функция 

должна иметь вид экв 0( ) ( ),ww t K w t  где 0 ( )w t  – 

весовая функция, полученная путем решения 
задачи о равномерном съеме припуска, Kw > 1 – 
масштабный коэффициент. Таким образом, весо-
вая функция для второго (корректирующего) 
этапа обработки будет иметь вид 

корр экв нач 0( ) ( ) ( ) ( ) 1.ww t w t w t K w t     

Введение масштабного коэффициента необхо-
димо для удовлетворения ограничения 

корр ( ) 0 :w t   минимальное значение масштабного 

множителя определяется по формуле  

min 01 min( ( )) 3,449.wK w t   

Так как масштабирование весовой функции со-
провождается пропорциональным изменением 
величины съема припуска, то коэффициенты Kw 
и Kh эквивалентны, что подтверждается близо-
стью их расчетных минимальных значений. В 
справедливости равенства корр 0( ) ( ) 1ww t K w t   

можно убедиться путем сравнения рисунков 
2.2, а и 2.4, а: они изображают одну и ту же 
функцию с точностью до масштабирования и 
параллельного переноса. Так как при расчете 
было принято значение Kh = 3,5, близкое к ми-
нимальному значению 3,449, то при t → T весо-
вая функция, представленная на рисунке 2.4, а, 
стремится к нулю. 

При отсутствии априорной информации об 
условиях формирования исходных погрешностей 
формы соответствующая начальному этапу об-
работки весовая функция нач ( )w t  может быть 

определена путем решения обратной задачи, в 

которой зад нач( ) ( ),h h     где нач ( )h   – функция 

съема припуска при начальной обработке. Весо-
вая функция для корректирующего этапа обра-
ботки будет рассчитываться по формуле  

корр 0 нач( ) ( ) ( ).ww t K w t w t   

Пример 3: задача о равномерном съеме 
припуска без краевого эффекта. Требуемый 
закон съема припуска задавался в виде функции 

зад ( ) 1.h    Технически устранение краевого эф-

фекта может быть достигнуто за счет пересече-
ния полюсным наконечником края заготовки 

R   и ее центра 0   [6]: при расчете функ-

ции баз ( ),h   график которой представлен на ри-

сунке 2.5, а, были приняты значения  
(0)c R r    и ( ) 0.c T   

В результате расчета была определена весо-
вая функция, график которой представлен на 
рисунке 2.5, б. Соответствующее ей распределе-
ние съема припуска представлено на рисунке 
2.5, в и характеризуется отклонением от равно-
мерности около 1,5%. 
 

а) 

б) 
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Рисунок 2.5 – Результаты расчетов для задачи 
о равномерном съеме припуска 

без краевого эффекта: 
а) график базовой функции съема;  
б) график изменения весовой функции;  
в) график расчетного съема припуска, 
    58 итераций 

 
Заключение 
1. Разработана методика решения обратных 

задач моделирования процесса МАФО плоских 
поверхностей, основанная на применении метода 
Качмажа и позволяющая определять закон 
управления давлением на заготовку при обра-
ботке, обеспечивающий съем припуска в соот-
ветствии с заданной функцией. 

2. На основе анализа численных примеров 
показано, что управление давлением при обра-
ботке позволяет с достаточно высокой точно-
стью (отклонение не более 2,2%) реализовать 

заданную функцию съема припуска, в частности, 
производить съем припуска, близкий к равно-
мерному, а также съем припуска в соответствии 
с функцией, обеспечивающую компенсацию на-
чальных погрешностей формы заготовки (кор-
ректирующая обработка). 

3. Показаны преимущества метода Качмажа 
по сравнению с другими методами решения об-
ратной задачи, в частности, методом, основан-
ном на применении псевдообратной матрицы 
Мура – Пенроуза и регуляризации по Тихонову. 
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