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Представленная статья относится к изучению асимптотики многочленов Эрмита–Паде для системы экспонент. 
Цель работы – изучение асимптотики недиагональных квадратичных многочленов Эрмита–Паде 1-го рода  

для системы экспонент. 
Материал и методы. Материалом исследования являются квадратичные многочлены Эрмита–Паде 1-го рода  

для системы экспонент. При этом использовался метод перевала. 
Результаты и их обсуждение. Сформулирована теорема об асимптотике недиагональных квадратичных  

многочленов Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспонент  2

0p

zpe


, где  2

0pp
  – набор различных комплексных  

чисел. Для доказательства данной теоремы к интегральным представлениям многочленов Эрмита–Паде  
применяется метод перевала. 

Заключение. В работе найдена асимптотика многочленов Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспонент.  
Сформулированная теорема дополняет и обобщает известные результаты П. Борвейна, Ф. Вилонского, 
А.П. Старовойтова и А.В. Астафьевой, К. Драйвер и Н. Темме. 
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The presented article refers to the study of the asymptotics of Hermite–Pade polynomials for exponential system. 
The purpose of the work is to study asymptotics of non-diagonal quadratic Hermite–Pade polynomials of type I for exponential 

system. 
Material and methods. The object of the research is quadratic Hermite–Pade polynomials of type I for exponential system. The 

saddle-point method is used for the research. 
Finding and their discussion. A theorem about asymptotics of non-diagonal quadratic Hermite–Pade polynomials of type I for 

exponential system 2

0p

zpe


, where set  2

0pp
  are different complex numbes, is formulated. To prove the theorem to integral 

represent of Hermite–Pade polynomials the saddle-point method is used. 
Conclusion. In the paper asymptotic of Hermite–Pade polynomials of type I for exponential system was found. The formulated  

theorems complement and generalize known results by P. Borwein, F. Wielonsky, A.P. Starovoitov and A.V. Astafieva, K. Driver and N. Temme. 
Key words: quadratic Hermite–Padé polynnomials, asymptotic of Hermite–Padé polynomials, exponential system, saddle-point 

method. 
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Если nnnn
k

==...==
10

, то элементы множества k

p

p

n
zA

0=
)}({  – диагональные многочлены Эрмита–Паде 

1-го рода для системы экспонент 
k

p

zpe
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 (подробнее о терминологии см. [1]). 

Многочлены 
k

p

p

n
zA

p 0=
)}({  введены в рассмотрение Эрмитом [2] (одновременно с полученными для них 

интегральными представлениями) спустя некоторое время после выхода в свет его знаменитой работы, 
посвященной доказательству трансцендентности числа e . С тех пор аппроксимации Эрмита–Паде 
экспоненциальных функций привлекали и привлекают внимание как классиков (Д. Гильберт, Ф. Клейн,  
Ф. Линдеман, К. Малер, К. Зигель), так и известных современных математиков. 

В настоящее время теория многочленов и аппроксимаций Эрмита–Паде (определения аппроксимаций 
Эрмита–Паде 1-го и 2-го рода см. в [1]) активно развивается и составляет самостоятельное направление 
комплексного анализа и теории приближений. Традиционно аппроксимации Эрмита–Паде имеют приложения 
к теории диофантовых приближений [3], к задачам приближения аналитических функций [4] и аналитического 
продолжения [5]. Они оказались полезными в теории несимметричных разностных операторов [6] и в теории 
случайных матриц [7]. 

При 1=k  многочлены Эрмита–Паде являются хорошо изученными классическими многочленами Паде. 

Например, известная теорема Паде утверждает, что если нормировать их так, чтобы 1=(0)1

n
A , то при n  

локально равномерно по z ℂ, т.е. на любом компакте в ℂ, справедливы асимптотические равенства  
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В работе [8] П. Борвейн нашел асимптотику квадратичных диагональных многочленов Эрмита–Паде для 

системы экспонент },{1, 2 zz ee . Ф. Вилонский [9] получил аналогичный результат для системы экспонент 
k

p

pze
0=

}{  при произвольном k . В работе [10] найдена асимптотика диагональных многочленов Эрмита–Паде в 

случае системы экспонент 
k

p
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 с произвольными различными отличными от нуля числами k

pp 0=
}{ , 

лежащими на действительной прямой. 
До сих пор в основном изучались свойства диагональных многочленов (подробнее см. [10]).  

К настоящему времени имеется всего несколько работ, в которых рассматривается недиагональный случай ([3], 
[11], [12]). Так, в [12] K. Драйвер и Н. Темме исследовали асимптотику недиагональных квадратичных 

многочленов Эрмита–Паде в случае, когда 2=
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0
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2
. 

В данной работе изучаются асимптотические свойства интегральных представлений недиагональных 

квадратичных многочленов Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспонент 
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В частности, получено усиление результатов K. Драйвер и Н. Темме. 

Без ограничения общности будем считать, что 
210

<<=0   – произвольные различные действительные 

числа, а nn =
0

, nn =
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, где n ,  ,   – натуральные числа. 

Предварительные результаты. Многочлены )(0
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неизвестными коэффициентами. Поэтому нетривиальное решение всегда существует. Легко показать, что такие 

нетривиальные решения могут быть выписаны в явном виде. Действительно, пусть p
C  – граница круга с 
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  столь малого радиуса, что все остальные j
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  и удовлетворяют (2) и всем другим условиям. Равенство (3) не является новым (см. [1]). 

Сформулируем без доказательства и в удобном для нас виде необходимое утверждение [13, с. 415]. 
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Лемма (метод перевала). Пусть функции )(zf  и )(zS  регулярны в некоторой односвязной области G , 

содержащей кусочно гладкую кривую   и  
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Выбор ветви корня в (4) определяется из условий 
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где 
0

  – угол между касательной к кривой l  в 
0

z  и положительным направлением действительной оси,  

а l  – линия наибыстрейшего спуска, проходящая через точку
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z , т.е. для l  в окрестности 
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z  выполняются 
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Основная часть. Пусть j
x , 1,2=j  – нули производной функции ))((=)(
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  . Ясно,  

что j
x  – действительные числа и )(0,
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однозначным образом аналитически продолжается в G . Значение функции )(S  вычисляется по формуле  
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где кривая   лежит в G  и соединяет точки 
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из которых следует, что 0=)(
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xS ,  
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Выбирая положительное значение корня, полагаем  
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Теорема. Пусть nn =
0

, nn =
1

, nn =
2

. Тогда для каждого фиксированного z ℂ при n  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из интегрального представления 
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докажем равенство (5) для каждого фиксированного z ℂ. Для этого в интеграле (8) деформируем контур интегрирования 

0
C  в прямоугольник R , принадлежащий полуплоскости }<<:{

1
Rezz  , с вершинами в точках ),( raA  , 

),( raB  , ),( raC , ),( raD  , где r  – достаточно большое положительное число, )(0,
1
a , 0>a . Так как  
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то на вертикальном отрезке, соединяющем точки A  и B , минимум функции |)(|   достигается в 

единственной точке a . Аналогично на вертикальном отрезке, соединяющем точки C  и D , минимум 
функции |)(|   достигается в единственной точке a . На оставшихся двух горизонтальных отрезках при 

достаточно большом r  значения |)(|   больше каждого из значений |)(|   в точках a  и a . 

Действительно, если только },{max2>
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Определимся теперь с выбором a  и a . Положим 
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Такой выбор возможен, поскольку |)(| t  при t ℝ и t . 
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Область G  можно выбрать так, что GCD ],[ . Поэтому  
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В силу выбора точки a  максимум функции )(ReS  на отрезке ],[ CD  достигается в единственной точке 
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применить метод перевала (лемма). Тогда  
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Выбираем ветвь корня в (9) с учетом того, что в рассматриваемом случае угол 2=
0

 . Тогда 

окончательно получим, что при n   
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Применяя к интегралу )(],[ zF AB

n
 аналогичные рассуждения и учитывая выбор точки a , нетрудно 

показать, что имеет место оценка  
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где   и   – положительные постоянные. Это значит, что при n  интеграл )(],[ zF AB

n
 экспоненциально мал 

по сравнению с модулем )( 1xnS
e . Данное утверждение справедливо и по отношению к интегралам )(],[ zF BC

n
, 

)(],[ zF DA

n
. Значит, основной вклад в асимптотику )(0
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n  вносит интеграл по отрезку ],[ CD . Поэтому из (10) 

следует справедливость равенства (5) для любого фиксированного z ℂ. 
Равенство (7) доказывается аналогично, с той лишь разницей, что при применении метода перевала к 

соответствующему интегралу ветвь корня выбирается с учетом того, что угол 2=
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Перейдем к доказательству равенства (6). Зафиксируем произвольное z ℂ и представим многочлен )(1
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В интеграле (11) деформируем контур интегрирования 
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C  в прямоугольник R , принадлежащий области 
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*A , минимум функции |)(|   достигается в единственной точке a , а на отрезке 

],[ ** CD  он достигается в единственной точке a . При достаточно большом r  (
2

2> r ) значения |)(|   на 

оставшихся двух горизонтальных отрезках ],[ ** BC  и ],[ ** DA  больше каждого из значений |)(|    

в точках a  и a . Если положить 
1

= xa , а 
2

= xa , то отсюда следует, что основной вклад в асимптотику 1

1n
A  будут вносить 

интегралы по отрезкам ],[ ** AB  и ],[ ** CD . Применив к ним предыдущие рассуждения, получим, что при n  
 
























n
Oee

xSni

e
zF

zxxnS

z

CD

n

1
1

)(

2

2
=)( 22

1

)(

2

]*,*[ 





,                                             (12) 
























n
Oee

xSni

e
zF

zxxnS

z

AB

n

1
1

)(

2

2
=)( 11

1

)(

1

]*,*[ 





.                                             (13) 

Заметим, что при выборе ветви корня в (12) 2=
0

 , а при выборе ветви корня в (13) 2=
0

  .  

С учетом этого, из (12) и (13) следует равенство (6). Таким образом, для каждого фиксированного  
z  асимптотические равенства (5)–(7) доказаны. 

Примеры. Рассмотрим систему экспонент 
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Проводя несложные вычисления, приходим к равенствам  
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Пусть l1= , 0,1,2,...=l ; 1= . Предположим, что 0=
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 , 1=
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 , 2=

2
 , тогда из теоремы следует: 
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Аналогично пусть 1= , l1= , 0,1,2,...=l , тогда  
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При 0=l  из теоремы получим асимптотические равенства, которые согласуются с соответствующими 
утверждениями из работ [8] и [9], [10]:  
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Введем обозначения  
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Полагая, что в теореме 1= , получаем утверждение, равносильное (c учетом нормировки многочленов) 

теореме 3.2 из работы [12]. 

Следствие. Пусть 0=
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фиксированного числа z  при n   
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