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имени Франциска Скорины» 
 

Представленная статья относится к изучению сходимости многочленов Эрмита–Паде для системы экспонент. 
Цель работы – изучение асимптотики диагональных многочленов Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспонент. 
Материал и методы. Материалом исследования являются многочлены Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспо-

нент. При этом использовались метод Лапласа и метод перевала. 
Результаты и их обсуждение. Сформулирована теорема о равномерной сходимости диагональных многочленов Эр-

мита–Паде 1-го рода для системы экспонент  kpzpe 0

~




, где  k

pp 0

~


  лежат на произвольной прямой комплексной плоско-

сти. Для доказательства данной теоремы к интегральным представлениям многочленов Эрмита–Паде применяется 
метод Лапласа. 

Заключение. В работе найдена асимптотика многочленов Эрмита–Паде 1-го рода для системы экспонент. Сформу-
лированные теоремы дополняют и обобщают известные результаты П. Борвейна, Ф. Вилонского, А.П. Старовойтова и 
А.В. Астафьевой. 

Ключевые слова: многочлены Эрмита–Паде, асимтотика многочленов Эрмита–Паде, система экспонент, метод 
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The represented article refers to the study of the convergence of Hermite–Pade polynomials for exponential system. 
The purpose of the work is to study asymptotic of diagonal Hermite–Pade polynomials of type I for exponential system. 
Material and methods. The object of the research is Hermite–Pade polynomials of type I for exponential system. Laplace’s  

method and saddle-point method are used in the research. 
Findings and their discussion. A theorem of uniform convergence of Hermite–Pade polynomials of type I for exponential system 

 kpzpe 0
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


, where  k

pp 0

~


  are located on an arbitrary line of the complex plane, is formulated. To prove the theorem to integral 

representations of Hermite–Pade polynomials Laplace’s method is used. 
Conclusion. In the paper asymptotic of Hermite–Pade polynomials of type I for exponential system was found. The formulated 

theorems complement and generalize the known findings by P. Borwein, F. Wielonsky, A.P. Starovoitov and A.V. Astafieva. 
Key words: Hermite–Padé polynomials, asymptotic of Hermite–Padé polynomials, exponential system, Laplace’s method. 
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В многомерном случае, когда 2k , начало интенсивного и систематического изучения свойств многочле-

нов Эрмита–Паде 1-го и 2-го рода для произвольных систем аналитических функций связано с появлением ра-
бот К. Малера [4; 5]. Оба типа многочленов, явно различные в многомерном случае, имеют множество прило-
жений в различных областях анализа (см. [6–8]). 

В работе [9] П. Борвейн нашел асимптотику квадратичных диагональных многочленов Эрмита–Паде для си-

стемы экспонент  zz ee 2,,1 . Ф. Вилонский [10] получил аналогичный результат для системы экспонент  k
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В данной работе изучается асимптотика диагональных многочленов Эрмита–Паде для системы экспонент 
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   , удовлетворяют (2) и всем другим условиям. Равенство (3) не является 

новым и, по всей видимости, было известно еще Эрмиту (см. [1; 2]). 
Далее при изучении асимптотики полиномов (3) будем использовать известные методы комплексного ана-

лиза. Приведем без доказательства в удобном для нас виде необходимые леммы [12, с. 398, с. 415]. 
Лемма 1 (метод Лапласа). Пусть )(xf , )(xS  непрерывные на отрезке ],[ ba  функции, при этом )(xS  
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Лемма 2 (метод перевала). Пусть функции )(zf  и )(zS  регулярны в некоторой односвязной области 
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Выбор ветви корня в (5) определяется из условий 
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Доказательство теоремы аналогично доказательству соответствующей теоремы из [11]. 
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Из следствия 1 можно заметить, что при достаточно больших  n 0)0(0 
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Для определения аналогичных последовательностей при 1,1  kp  рассмотрим три возможных случая, каж-

дый из которых реализуется для конкретных систем экспонент.  
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n

p

n
AzAzA  . 

C) )()(
1 pp
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1 pp
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
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p
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Поэтому 
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При достаточно больших n имеем 0)0(
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


p

n
A  и, следовательно, определена последовательность 
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 .  

Производную многочлена )(zAp

n
 можно представить в виде 
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.    (9) 

Аналогично, как и при нахождении асимптотики p

n
A  (теорема 1), применив к интегралу в правой части (9) ме-

тод перевала (лемма 2) при 0z , получим 
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Тогда при тех же предположениях, что и выше, имеем 
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Таким образом, определена последовательность многочленов )0()()()(
~

222
 p

n

p

n

p

n
AzAzA . 

Теорема 2. При n  локально равномерно по z  
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e
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)(   .            (10) 

Если 11  kp , то локально равномерно по z  при n : 
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в случае C) имеем  
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поточечная сходимость в (10)–(15) следует из доказательства теоремы 1. Необходи-

мо доказать, что многочлены p

n
A
~

 при kp 0  в каждом из случаев А), В) и С) равномерно сходятся на ком-

пактах в ℂ к соответствующим функциям. Докажем, это, например, для 0~
n

A . 

Деформируем в интеграле 
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       (16) 

контур интегрирования 
0

С  в прямоугольник R , принадлежащий полуплоскости  
1

Re:  zz , с верши-

нами в точках ),'( raA  , ),'( raB  , ),( raC , ),( raD  , где r  – достаточно большое положительное число, 

),0(
1
a , 0'a . 

Если предположить, что || z  и R , то модуль zei

e   ограничен  ka
eM

 ,'max8
 . Опираясь на равен-

ство (16), в этом случае получаем 
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  
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2

0
0

,            (17) 

при условии, что контур интегрирования R  параметризуется вещественным параметром ],[ t . При 

больших n  неравенство (17) сохраняется, если вместо R  взять отрезок ],[ CD  (выбор отрезка обоснован в 

доказательстве теоремы 1). Пусть его параметризации соответствует значение параметра ],[
11
t . Для 

нахождения асимптотики интеграла в (17) применим метод Лапласа (лемма 1). В результате получим, что при 
n  
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где 
0

t  выбрано так, что 
10

)( xt  . Нетрудно показать, что  

2
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)()(]))(([Re

0
txStS
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 . 

Отсюда, учитывая (6), (18), при достаточно больших n  получаем неравенство 020 2)(
~

MezA
n

 , из которого 

следует, что последовательность  
1

0 )(
~

nn
zA  равномерно ограничена по модулю в круге  ||: zz . Тогда  

по теореме Витали эта последовательность равномерно сходится к функции zxei

e
)( 01    на любом компакте из 

круга  ||: zz . Аналогичные рассуждения применимы и к другим последовательностям из теоремы 1.  

Теорема 2 доказана. 

П р и м е р. Рассмотрим систему экспонент  2 0

~

p
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

 с различными произвольными комплексными множи-

телями в показателях степеней, где be
p

i

p
  ~

, 2,1,0p , b ℝ, а  2

0pp
  – набор произвольных различных 

действительных чисел таких, что 
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  . Введем обозначения 
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Тогда, проводя несложные вычисления, приходим к равенствам 
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Из теоремы 1 вытекает 
Следствие 2. При n  
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В данном примере реализуются только случаи А) и С). Причем случай С) реализуется при 0h , т.е. при вы-

полнении одного из следующих равенств: 
210

2  , 
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2  , 
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Если предположить, что 0h , то 
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Поэтому при достаточно больших n имеем 0)0(1
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Тогда из теоремы 2 в данном случае получаем 
Следствие 3. 
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Положим  
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При 1  и 0  из теоремы 1 получим асимптотические равенства, которые согласуются с соответству-

ющими утверждениями из работ [9–11]: 
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