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Рассматривается множество квадратных матриц с положительными главными ведущими минорами, над которыми 
осуществляется преобразование подобия с помощью нижнетреугольных матриц с положительными диагональными 
элементами. Устанавливается критерий сохранения положительности главных ведущих миноров при вышеуказанном 
преобразовании подобия. Кроме того, получено достаточное условие сохранения свойства положительной отделенно-
сти от нуля для квадратных матриц, обладающих таким свойством, при рассматриваемом преобразовании. Полученные 
в работе результаты в дальнейшем планируется использовать при решении задач управления асимптотическими харак-
теристиками линейных дифференциальных систем.  
 
Ключевые слова: инвариантность, преобразование подобия, главные ведущие (угловые) миноры матрицы, положи-
тельная отделенность, законопослушность пары матриц. 
 
The set of square matrices with positive principal leading minors and the similarity transformation of them using lower triangu-
lar matrices with positive diagonal elements are discussed. The criterion of the preservation of the principal corner minors' of a 
matrix positivity in the similarity transformation using the above-stated transformation is established. Moreover a sufficient 
condition of the preservation of the positive separation property for square above mentioned matrices in the similarity transfor-
mation is obtained. The received results are planned to be further used in the theory of controllability of asymptotic invariants 
of linear systems of ordinary differential equations.  
 
Keywords: invariance, similarity transformation, principal leading (corner) minors of a matrix, positive separation, law-
obedience of two matrices. 

 
 

Введение 
Одной из задач линейной алгебры является 

изучение связанных с матрицами свойств и ве-
личин, сохраняющихся при различных матрич-
ных преобразованиях (ортогональном, подобия, 
конгруэнции и др.). Так, уже давно известна [1, 
c. 471] инвариантность свойства положительно-
сти главных ведущих миноров положительно 
определенной матрицы при ортогональном пре-
образовании, при этом, очевидно, что несиммет-
рические матрицы таким свойством не обладают. 
Матрицы и связанные с ними свойства широко 
используются также и при решении прикладных 
задач, в частности, задач управления асимптоти-
ческими характеристиками линейной динамиче-
ской системы [2]. Здесь важную роль играют, 
прежде всего, квадратные матрицы с отделенны-
ми от нуля, положительными главными ведущи-
ми минорами и их преобразования подобия, со-
храняющие такую отделенность. Это связано с 
тем, что мультипликативное возмущение (см., 
напр., теорему 27.3 работы [2, c. 289]) матрицы 
Коши управляемой динамической системы, ис-
пользуемое для решения задачи управления ее 

асимптотическими инвариантами, может быть 
описано в терминах именно таких матриц и их 
преобразований.  

Основным результатом данной работы яв-
ляется теорема о сохранении положительной 
отделенности главных ведущих миноров квад-
ратных матриц при их преобразовании подобия с 
помощью нижнетреугольных матриц с положи-
тельными диагональными элементами.  
 

1 Критерий сохранения положительности 
главных ведущих миноров матрицы 

Пусть n  – n-мерное евклидово векторное 

пространство с нормой Tx x x  (здесь символ 

T  означает операцию транспонирования вектора 
или матрицы); 1 2e e …   ne  – векторы (столбцы) 

канонического ортонормированного базиса про-
странства ;n  Mmn  – пространство веществен-

ных матриц размерности m n  со спектральной 

(операторной) нормой 1max xH Hx   т. е. 

нормой, индуцируемой на Mmn  евклидовой нормой 
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в пространствах n  и m  [1, с. 357]; M Mn nn   

Обозначим через 1[ ] Mn nE e … e     единичную 

матрицу. Для произвольного числа l  обо-
значим через Ml l  множество нижнетре-

угольных матриц порядка l  с положительными 
диагональными элементами.  

Определение 1.1. Для любого фиксирован-
ного числа {1 }k … n    и всякой матрицы 

1( ) Mn
ij i j nH h     через ( ) Mk kH   обозначим ее 

ведущую главную подматрицу порядка k  [1, 
c. 30], т. е.  

1 11 1

11 12
2 2

21 22

( ) ( ) M

( ) M ( ) Mn n

H h

h h
H … H H

h h

 
 
 
  
 

  

      
 

Главными ведущими (угловыми) минорами мат-
рицы MnH   будем называть [1, c. 30] опреде-

лители ее ведущих главных подматриц.  

Определение 1.2. При каждом 1j n   через 

Mj nS   обозначим матрицу, полученную из 

матрицы MnR  заменой первых j строк соответ-

ствующими строками матрицы H   т. е. матрицу  

1

( ) {1 }
j

T
j i i

i

S R e e H R j … n


         

В дальнейшем будем говорить [2, с. 283], что 

матрицы Mj nS    1j n    являются промежу-

точными шагами на пути от R к H.  
Определение 1.3. Упорядоченную пару мат-

риц ( )R H  из множества M Mn n  назовем зако-

нопослушной [2, с. 283], если справедливо соот-
ношение det 0R   и при всех {1 }j … n    для 

матриц jS   являющихся промежуточными ша-

гами на пути от R к H, выполнены неравенства 
det 0jS     

Пример 1.1. Рассмотрим следующие матри-
цы третьего порядка  

 

1 0 0 3 0 1

3 2 0 и 2 3 1

4 3 2 3 1 2

R H

   
        
   
   

     (1.1) 

Тогда матрицы jS   являющиеся промежуточны-

ми шагами на пути от R к H, равны  

1

2 3

3 0 1

3 2 0

4 3 2

3 0 1 3 0 1

2 3 1 2 3 1

4 3 2 3 1 2

S

S S H

 
   
 
 

   
          
   
   

 

и для них, как нетрудно заметить, справедливы 
соотношения  

1 2 3det 13 0 det 3 0 det 8 0S S S          

Отсюда и из очевидного равенства det 4 0R    
следует, что пара матриц ( )R H  законопослушна. 

Определение 1.4. Квадратные матрицы M и 
N n-го порядка называются подобными [1, с. 61], 
если существует такая невырожденная матрица 

MnS    при которой выполняется соотношение  

 1M S NS                         (1.2) 
само же преобразование матрицы N с помощью 
матрицы S называется преобразованием подобия.  

Для любого n  введем в рассмотрение 
множество n  матриц n-го порядка с положи-

тельными главными ведущими (угловыми) ми-
норами, т. е. совокупность матриц  

{ M det( ) 0 1 }n n kH H k n         

Замечание 1.1. Легко показать, что при 
преобразовании подобия матриц, принадлежащих 
множеству n   положительность их главных 

ведущих миноров, вообще говоря, не сохраняет-
ся, т. е. если имеет место включение nN    то 

при некоторой невырожденной матрице MnS   

выполняется соотношение 1
nS NS     

Действительно, возьмем, например, матри-
цы второго порядка  

1 2 1 1
и

3 7 2 3
N S

   
        

 

Тогда, очевидно, верны оценки det( ) 0iN    

1 2i     устанавливающие включение 2.N   

Кроме того, имеет место равенство det 1S    оз-
начающее, что матрица S  обратима, причем для 
обратной к ней матрицы выполняется легко про-
веряемое соотношение  

1 3 1

2 1
S   

  
 

 

Воспользуемся преобразованием подобия 
матрицы N  при помощи матрицы 2MS     

1 3 1 1 2 1 1 20 33

2 1 3 7 2 3 17 28
M S NS       

              
 

Поскольку 1det( ) 20 0M      то, очевидно, что 

при преобразовании подобия свойство положи-
тельности главных ведущих миноров произволь-
ных матриц из n  в общем случае не сохраняется. 

Замечание 1.2. Легко видеть, что если пра-
вая часть соотношения (1.2) есть преобразование 
подобия матрицы N   то и соотношение 1TNT   
также является преобразованием подобия этой 
матрицы при 1T S    Поэтому в дальнейшем 
будем считать преобразованием подобия именно 
выражение 1TNT    

Замечание 1.3. Зафиксируем любое число 
{1 1}k … n      Возьмем произвольные матрицы 

MkA   Mkn kB    Mn kkC    Mn kD    при 
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этом будем предполагать, что справедливо нера-
венство det 0D    Тогда для матрицы 

Mn

A B
F

C D

 
  
 

 имеет место [3, c. 159] соот-

ношение  
 1det det( ) detF A BD C D             (1.3) 

В данном пункте получен критерий инвари-
антности свойства положительности главных 
ведущих миноров матриц из множества n  при 

преобразовании подобия с помощью матриц из 
совокупности n  нижнетреугольных матриц с 

положительными диагональными элементами, 
т. е. установлена следующая  

Теорема 1.1. Пусть n nR H      Вклю-

чение 1
nRHR   выполняется тогда и только 

тогда, когда пара матриц ( )R H  законопос-

лушна.  
Замечание 1.4. Теорема 1.1 утверждает, что 

для сохранения положительности всех главных 
ведущих миноров матрицы nH   при ее пре-

образовании подобия, осуществляемом с помо-
щью некоторой матрицы nR   необходимо и 

достаточно, чтобы пара матриц ( )R H  была за-

конопослушной.  
Доказательство. Возьмем произвольные 

матрицы nH   и nR   Из определения 

множества n  очевидным образом следует, что 

существует матрица 1R   Пусть MnM   – мат-

рица, полученная из H  преобразованием подо-
бия с помощью матрицы R  т. е. 1M RHR   

Зафиксируем любое число {1 }k … n     Заметим, 

что при k n  главный ведущий минор n-го по-
рядка матрицы M  (совпадающий, очевидно, с 
определителем этой матрицы) положителен, так 
как справедлива цепочка равенств 

1

1

det( ) det det( )

det det (det ) det 0

nM M RHR

R H R H





  

     
 

Матрица nS   являющаяся n-ым промежуточным 

шагом на пути от R  к H   также имеет положи-
тельный определитель, поскольку верно равенст-
во nS H   и значит, включение n nS    Отсю-

да следует, что случай k n  не налагает никаких 
условий на связь между законопослушностью 
пары матриц ( )R H  и положительностью глав-

ных ведущих миноров матрицы M   Поэтому в 
дальнейших рассуждениях, при изучении выше-
указанной связи, будем считать, что 

{1 1}k … n       
Представим матрицу H  в блочном виде  

 11 12

21 22

H H
H

H H

 
 
 
  
 

                (1.4) 

где 11 kH H  12 Mkn kH   21 Mn kkH    22 Mn kH    
Легко заметить, что матрица 11H  является веду-

щей главной подматрицей k-го порядка матрицы 
H   т. е. 11 ( )kH H   Так как выполняется вклю-

чение nR   то матрица 1( )n
ij i jR r    является 

нижнетреугольной, поэтому она представляется 
в виде блочной нижнетреугольной матрицы  

 11

21 22

O

R R

R
R

 
 
 
  
 

                 (1.5) 

где 11R  – нижнетреугольная матрица k-го поряд-

ка, O  – нулевая матрица размерности ( )k n k    

21R  – вещественная матрица размерности 

( )n k k    а 22R  – нижнетреугольная матрица 

( )n k -го порядка. Очевидно, что множество 

диагональных элементов нижнетреугольных 
матриц 11R  и 22R  совпадает с совокупностью 

диагональных элементов матрицы R  являю-
щихся положительными числами, ввиду включе-
ния nR   Поэтому справедливы соотношения  

11 221 1
det 0 и det 0

k n

ii iii i k
R r R r

  
       (1.6) 

т. е. матрицы 11R  и 22R  обратимы. Тогда для 

матрицы 1 MnR    существующей в силу оче-

видных соотношений 
1

det 0
n

iii
R r


    выте-

кающих из определения матрицы R  выполняет-
ся легко проверяемое равенство  

 
1

1 11
1 1 1

22 21 11 22

OR
R

R R R R

 
   

   
 

 


             (1.7) 

На основании определения матрицы M   формул 
(1.5), (1.4) и (1.7), используя произведение блоч-
ных матриц, имеем равенства  

1

1
11 11 12 11

1 1 1
21 22 21 22 22 21 11 22

O

R R

M RHR

R H H R O

H H R R R R



    
    
    

                

 

 


 

1
11 11 11 12 11

1 1 1
22 21 11 22* *

R H R H R O

R R R R

 
 
 

   
 

 
    

 

1 1 1
11 11 11 11 12 22 21 11 *

* *

R H R R H R R R   
  
 

 

(в представленных равенствах блоки-матрицы, 
не влияющие на ход дальнейших рассуждений, 
заменены символом ).  

Легко заметить, что ведущая главная под-
матрица k-го порядка матрицы M равна  

1 1 1
11 11 11 11 12 22 21 11( )kM R H R R H R R R      

Тогда, отсюда, для главного ведущего (углового) 
минора k-го порядка этой матрицы на основании 
элементарных свойств определителя [3, с. 112] 
имеем цепочку равенств  

1 1 1
11 11 11 11 12 22 21 11det( ) det( )kM R H R R H R R R      
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1 1
11 11 12 22 21 11det det( ) detR H H R R R       

1 1
11 11 11 12 22 21

1
11 12 22 21

det (det ) det( )

det( )

R R H H R R

H H R R

 



    

  
(1.8) 

Для ранее зафиксированного {1 1}k … n     

рассмотрим матрицу kS   представляющую собой 

k -ый промежуточный шаг на пути от R  к H   

т. е. матрицу  

1
( ) M

k T
k i i ni

S R e e H R


      

Очевидно, что для нее справедливо следующее 
блочное представление  

 11 12

21 22
k

H H
S

R R

 
 
 
  
 

                (1.9) 

Из второго неравенства в формуле (1.6) вытека-
ет, что блоки матрицы kS  удовлетворяют усло-

виям замечания 1.3. На основании формулы (1.3) 
этого замечания найдем определитель вышеука-
занной матрицы:  

1
11 12 22 21 22det det( ) detkS H H R R R     

Тогда отсюда и из равенств (1.8) вытекает соот-
ношение  

 22det( ) det detk kM S R     (1.10) 

Ввиду 22det 0R    из формулы (1.10) следует, что 

положительность главного ведущего минора k-го 
порядка матрицы 1M RHR  эквивалентна по-
ложительности определителя det kS   В силу про-

извольности выбора {1 1}k … n      а также, вви-

ду замечания, сделанного вначале доказательства 
этой теоремы для случая k n   такая эквива-

лентность справедлива при каждом {1 }k … n     
Следовательно, положительность всех главных 
ведущих (угловых) миноров матрицы M  экви-
валентна положительности определителей каж-
дой из матриц, являющихся промежуточными 
шагами на пути от R  к H   что, в свою очередь, 
равнозначно законопослушности упорядоченной 
пары матриц ( )R H                                                 

Пример 1.1 (продолжение). Рассмотрим па-
ру ( )R H  матриц, представленных в формуле 

(1.1), которая, как ранее было установлено, явля-
ется законопослушной, и убедимся, что все угло-
вые миноры матрицы 1M RHR  положитель-
ны, тем самым подтвердив справедливость тео-
ремы 1.1.  

Нетрудно установить, что для матрицы M  
выполняется равенство  

13 4 3 4 1 2

21 4 3 4 5 2

41 4 11 4 11 2

M

    
       
     

 

Легко видеть, что главные ведущие (угловые) 
миноры матрицы M  удовлетворяют соотноше-
ниям  

1

2 3

det( ) 13 4 0

det( ) 3 2 0 det( ) 8 0

M

M M

   
      

 

Замечание 1.5. Ввиду очевидного включе-
ния n n    возникает вопрос о возможности 

ослабления условий теоремы 1.1 рассмотрением 
преобразующих матриц не из множества n   а 

из более широкого – n   Заметим, что для спра-

ведливости последней теоремы нижнетреуголь-
ный вид у преобразующей матрицы R  играет 
существенную роль. При отказе от нижнетре-
угольности матрицы MnR  (с сохранением по-

ложительности всех ее угловых миноров) в об-
щем случае утверждения теоремы 1.1 (как необ-
ходимое, так и достаточное условие) становятся 
неверными. Покажем вначале, что при таких 
предположениях из законопослушности пары 
( )R H   где nH    в общем случае не следует 

включение 1
nRHR    Рассмотрим, например, 

следующие 2 2 -матрицы  

 2 1 3 2
и

4 5 4 10
R H

   
     
   

 

Очевидно, что  
  

  
1 2

1 2

det( ) 2 det( ) det 6 0

и det( ) 3 det( ) det 22

R R R

H H H

    

    
 

т. е. для рассматриваемых матриц выполняются 

включения   2R H    Так как для матриц  ,iS  

1 2i     – промежуточных шагов на пути от R  к 
H  – имеют место соотношения  

  
1 2

3 2
det 7 0 и det det 22 0

4 5
S S H        

то с учетом неравенства det 0R   в силу опреде-

ления 1.3 пара матриц  
2 2( ) M MR H    законо-

послушна. Используя преобразование подобия 

матрицы H  при помощи невырожденной мат-

рицы R  имеем легко проверяемые равенства  

  1 2 1 3 2 5 6 1 6

4 5 4 10 2 3 1 3

1 3

12 14

RH R
        
               

 
   

 

Поскольку   1

1det( ) 1 0RH R


     то, очевидно, 

что  
1

2RH R

   т. е. свойство положительности 

главных ведущих миноров рассматриваемой 

матрицы H  при преобразовании подобия не 
сохраняется.  

Покажем теперь, что при отказе от нижне-
треугольности матрицы R  и достаточное ус- 
ловие теоремы 1.1 в общем случае оказывается 
неверным, т. е. из включений 1

nR H RHR    не 
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всегда следует законопослушность пары ( )R H   
Для этого рассмотрим следующие квадратные 
матрицы  

 1 1 1 2
и

1 1 1 3
R H

   
     
   

 

Легко видеть, что  
  

  
1 2

1 2

det( ) 1 det( ) det 2 0

и det( ) 1 det( ) det 1

R R R

H H H

    

    
 

т. е. выполняются включения   2R H    Кроме 

того, имеют место легко проверяемые равенства  

 1 1 1 1 2 1 2 1 2

1 1 1 3 1 2 1 2

1 2 1 2

3 2 7 2

RH R
        
               

   
     

 

из которых вытекают соотношения 
 1

1det( ) 1 2RH R


   и  1
det( ) det 1RH R H


    

устанавливающие для преобразованной матрицы 
 1

2MRH R

  справедливость включения 

 1

2RH R

   

Таким образом, для рассматриваемых нами мат-
риц выполняются соотношения 

   1

2R H RH R


     

Легко видеть, что матрица 1 2MS   – про-

межуточный шаг на пути от R  к H  – имеет вид 


1

1 2

1 1
S

 
  
 

 и поэтому для нее справедливо со-

отношение 
1det 1 0,S     означающее, ввиду 

определения 1.3, что пара матриц  ( )R H  не яв-

ляется законопослушной. Таким образом, для 
взятых нами матриц из включений 

   1

2R H RH R


    
не следует законопослушность пары матриц 
 ( )R H    

Теорема 1.1 устанавливает критерий инва-
риантности свойства положительности главных 
ведущих (угловых) миноров матрицы nH   

при преобразовании подобия с помощью матри-
цы nR   Оказывается, что справедливо более 

сильное утверждение (достаточное условие) со-
хранения положительной отделенности от нуля 
главных ведущих (угловых) миноров матрицы 

nH   при преобразовании подобия с помощью 

нижнетреугольной матрицы nR  с отделен-

ным от нуля определителем, однако при более 
жестком, чем законопослушность, условии  -за-

конопослушности пары матриц ( )R H   Об этом 

речь пойдет во втором пункте настоящей статьи.  

2 Достаточное условие инвариантности 
свойства положительной отделенности от ну-
ля главных ведущих миноров матрицы при 
преобразовании подобия 

В дальнейшем нам понадобятся следующие 
обозначения. Для любых вещественных чисел 

1r   и (0 1]   рассмотрим множество 

( )n nr    нижнетреугольных n n -матриц 

R  с положительными диагональными элемента-
ми, удовлетворяющих неравенствам R E r   

и det R    т. е. множество матриц  

( ) { det }n nR r R R R E r R           

а также совокупность матриц ( ) Mn n nr      
для которых справедлива оценка H E r   и 

все главные ведущие главные миноры которых 
не меньше   т. е. совокупность матриц  

( ) { M

det( ) 1 }

n n

k

r H H E r

H k n

      

    


 

Определение 2.1. Зафиксируем произволь-
ное число (0 1]    Пользуясь определением, 

введенным в работе [2, с. 283], упорядоченную 
пару матриц ( )R H  из множества M Mn n  бу-

дем называть  -законопослушной, если справед-

ливо соотношение det R    и при всех 

{1 }j … n    для матриц jS   являющихся проме-

жуточными шагами на пути от R  к H   выпол-

нены неравенства det jS     

Теорема 2.1. Пусть 1r   и (0 1]    Если 

пара ( )R H  матриц, удовлетворяющих включе-

ниям ( )nR r   и ( )nH r    является  -за-

конопослушной, тогда при 1 ( 1)nr r r     и 

1 ( 1)nr      справедливо соотношение  
1

1 1( )nRHR r     

Доказательство. Зафиксируем любые числа 
1r   и (0 1]    Возьмем произвольные матри-

цы ( )nH r   и 1( ) ( )n
ij i j nR r r     такие, 

что упорядоченная пара ( )R H  является  -зако-

нопослушной, и рассмотрим матрицу 
1 MnM RHR    полученную из матрицы H  

преобразованием подобия, осуществляемым с 
помощью матрицы R  Покажем, что найдутся 
такие числа 1 1( ) (0 1]r       и 1 1( , ) 1,r r r    

при которых для матрицы M выполняется вклю-
чение 1 1M ( )n r    Для этого вначале устано-

вим справедливость оценки 1
1RHR E r    при 

некотором 1 1( ) 1r r r     Поскольку выполняет-

ся включение ( )nR r    то имеем неравенства  

 detR E r R               (2.1) 
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Тогда на основании элементарных свойств нор-
мы для величины R  справедлива оценка  

 1R R E E R E E r          (2.2) 

Так как для любой невырожденной матрицы 
MnD  выполняется (см., напр., замечание 1 

работы [4]) неравенство 
11 det

n
D D D

     то 

для матрицы ( ) M ,nR r    с учетом формул 

(2.1) и (2.2), установим соотношения  

 
11 1det ( 1)

n nR R R r
              (2.3) 

Из включения ( )nH r   следует оценка 

H E r    используя которую, а также форму-

лы (2.2) и (2.3), на основании элементарных 
свойств нормы для матрицы M  получим цепоч-
ку соотношений  

1 1M E RHR E R H E R          
1

1( 1) ( 1) ( 1)n nr r r r r r               (2.4) 

При этом, ввиду включений (0 1]   и 

[1 )r    для величины 1r  выполняется оценка 

1 1r     
Теперь рассмотрим главные ведущие (угло-

вые) миноры det( )kM   1k n    матрицы M и ус-

тановим справедливость неравенств 1det( )kM    

при некотором числе 1 1( ) (0 1]r        Пусть 

k n   тогда с учетом включения ( )H r    

очевидно, справедливы соотношения det( )kM   
1det( ) det det( ) detnM M RHR H       т. е.  

 det( )nM                        (2.5) 

Возьмем теперь произвольное число 
{1 1}k … n     и рассмотрим матрицу Mk nS    

являющуюся k -ым промежуточным шагом на 
пути от R  к H   Ввиду  -законопослушности 

матриц R и H, для матрицы kS  справедливы 

оценка det kS    и, как легко заметить, блочное 

представление в виде (1.9), где матрица 22R  – 

нижнетреугольная, диагональные элементы ко-

торой совпадают с элементами iir   1i k n     
Тогда на основании верных включений 

( )n nH r     и ( )n nR r      используя 

рассуждения, аналогичные приведенным в дока-
зательстве теоремы 1.1 при выводе формулы 
(1.10), для главного ведущего (углового) минора 
k-го порядка матрицы M получим оценку 

22 22det( ) det det detk kM S R R       Поскольку 

матрица 22R  – нижнетреугольная с диагональ-

ными элементами iir   1i k n     то ее определи-

тель равен 22 1
det

n

iii k
R r

 
   и, поэтому для 

det( )kM  справедливо неравенство  

 
1

det( )
n

k iii k
M r

 
                   (2.6) 

В силу включения ( )R r    матрица R  имеет 

положительные диагональные элементы. Тогда 
на основании элементарных свойств нормы и 
формулы (2.2) имеют место неравенства 

( 1)ii iir r R r      Отсюда и из формулы (2.6) 

следует оценка 
1det( ) ( 1) ( 1)n k n

kM r r           
Ввиду произвольности выбора {1 1}k … n      

такое неравенство выполняется при всех 

1 1k n     Тогда, полагая  

1 min{ ( 1) } ( 1)n nr r           

из последней оценки и формулы (2.5) получим 

справедливое при каждом 1k n   соотношение  

 1det( )kM                           (2.7) 

в котором 1 1( ) (0 1]r        ввиду верных оце-

нок 1r   и 0 1     Таким образом, в силу 

формулы (2.7), а также неравенств (2.4) для мат-
рицы 1 MnM RHR    выполняется требуемое 

включение 1 1( )nM r   с числами 

1 ( 1) 1nr r r      и 1 ( 1) (0 1]nr              

Пример 2.1. Положим 3n    4r   и 
1 2   и рассмотрим матрицы  

2 0 12 0 0

1 2 0 и 2 1 2 .

0 0 3 1 0 2

R H

  
      

      

 

Нетрудно установить, что спектральные нормы 
этих матриц равны 3R   и 3H    т. е. вы-

полняются оценки  
4R E   и 4H E    

Кроме того, для ведущих главных ведущих ми-
норов матрицы H  имеют место соотношения 

1det( ) 2H    2det( ) 2H    3det( ) det 3H H    

а для определителя нижнетреугольный матрицы 
R  с положительными диагональными элемента-
ми справедливо равенство det 12R    Таким об-
разом, выполняются включения  

3 (4 1 2)H     и 3 (4 1 2)R     

При 1 3k    рассмотрим матрицы kS   яв-

ляющиеся k -ыми промежуточными шагами на 
пути от R к H:  

 

1 2

3

2 0 12 0 1

1 2 0 , 2 1 2 ,

0 0 3 0 0 3

2 0 1

2 1 2 .

1 0 2

S S

S
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Для их определителей, ввиду выбранной вели-
чины   справедливы соотношения  

1

2

3

det 12

det 6

det det 3

S

S

S H

  
  

   
 

устанавливающие,  что  пара  ( , )R H   является 

 -законопослушной. 

Для чисел 3n    4r   и 1 2    найдем 

величины  
3

1

3
1

( 1) 4 5 (1 2) 1000 1

и ( 1) (1 2) 5 1 250 (0 1]

n

n

r r r

r

         

            
 

Нетрудно показать, что матрица M   полученная 
при преобразовании подобия матрицы H  с 
помощью R  имеет вид  

 1

5 2 0 1 2

1 2 1 1 6 2

3 2 0 3 2

M RHR

  
 

      
   

 

Тогда для нее, в силу определения числа 1   как 

легко видеть, справедливы соотношения  

1 1

2 1

3 1

det( ) 5 2

det( ) 5 2

det( ) det 3

M

M

M H

    
    

    
    (2.8) 

Оценим сверху спектральную норму матрицы 

3( ) MM E    используя неравенство [1, c. 378] 

между максимальной строчной и спектральной 
нормами матрицы. Имеем цепочку соотношений  

3 max{2 2 2 5 6 2}

3(2 2 5 6) (2 3 2) 8 1000

M E      

        
 

т. е. 1M E r   в силу определения 1r   Из по-

следней оценки и неравенств (2.8) следует вклю-
чение  

1
3 1 1 3( ) (1000 1 250)rRHR         

подтверждающее справедливость теоремы 2.1 
настоящей работы.  

Заключение 
В работе установлена инвариантность свой-

ства положительной отделенности от нуля глав-
ных ведущих миноров квадратной матрицы при 
ее преобразовании подобия с помощью нижне-
треугольной матрицы с положительными диаго-
нальными элементами. Все результаты являются 
новыми, ранее неизвестными. Предложенные в 
работе результаты (теоремы 1.1 и 2.1) могут быть 
полезны не только специалистам по линейной 
алгебре и теории матриц. Они также, в дальней-
шем, могут найти свое применение в математи-
ческой теории управления и теории устойчиво-
сти динамических объектов при решении задач 
управления асимптотическими характеристика-
ми линейных дифференциальных систем [2].  
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