
Алгебра и логика, 49, № 5 (2010), 591—614

УДК 512.542.4

X-КОРОНА КОНЕЧНОЙ РАЗРЕШИМОЙ ГРУППЫ

С.Ф. КАМОРНИКОВ, Л.А. ШЕМЕТКОВ

В в е д е н и е

Понятие короны конечной разрешимой группы G введено в работе

[1], посвященной префраттиниевым подгруппам. Анализируя нормальную

структуру группы G, там было показано, что для любого её дополняе-

мого главного фактора H/K в G существует такая нормальная секция

C/R (она называется короной главного фактора H/K и обозначается че-

рез CrG(H/K)), что

1) C = CG(H/K);

2) R — пересечение ядер всех тех максимальных подгрупп группы

G, которые дополняют H/K;

3) C/R = Soc(G/R);

4) каждая минимальная нормальная подгруппа группы G/R допол-

няема и G-изоморфна H/K;

5) длина G-главного ряда группы C/R равна числу всех G-изомор-

фных H/K дополняемых главных факторов любого главного ряда груп-

пы G;

6) CrG(H/K) дополняема в G, и любые два её дополнения сопряже-

ны.

Понятно, что при автоморфизме α группы G дополняемые главные

факторы H/K и Hα/Kα не обязаны быть G-изоморфными, а потому ко-

рона главного фактора H/K в общем случае не является автоморфно до-

пустимой секцией группы G, т. е. не всегда имеет место C/R = Cα/Rα.
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В связи с этим возникает вопрос: имеется ли аналог короны, который

ведёт себя корректно при изоморфизмах групп, сохраняя свои основные

свойства 1–6? Ответ на этот вопрос в настоящей работе воплощается в кон-

струкции FX(G)/ΦX(G), определяемой для любого класса X примитивных

групп и называемой X-короной группы G. Особое внимание уделяется слу-

чаю, когда все группы из X обладают одинаковой цокольной длиной, что

имеет место, напр., в принципиально важной для приложений ситуации

однопорождённого класса X.

Примечательны и сами подгруппы FX(G) и ΦX(G). Они рассматрива-

ются как обобщённая подгруппа Фиттинга и обобщённая подгруппа Фрат-

тини группы G. Связано это не только с тем, что указанные подгруппы в

случае, когда X — класс всех примитивных групп, совпадают с подгруппа-

ми F (G) и Φ(G). В большей мере это определяется тем, что они наследуют

целый ряд ключевых свойств подгрупп Фиттинга и Фраттини. Скажем,

подгруппа FX(G) совпадает с пересечением централизаторов всех допол-

няемых X-центральных главных факторов (теор. 2), а подгруппа ΦX(G)

совпадает с пересечением вполне определённого множества максимальных

подгрупп группы G (лемма 2).

Как и в случае корон дополняемых главных факторов, X-короны

группы G дополняемы для любого примитивного класса X (теор. 1). К

сожалению, ожидать сопряжённость всех дополнений X-короны группы

G в общем случае не приходится. На это указывают простые примеры.

Но для однопорождённого примитивного класса X = (H) все дополнения

X-короны Cr(G, X) сопряжены (теор. 4).

В [1] понятие короны было использовано для определения префрат-

тиниевой подгруппы как пересечения системы дополнений всех её корон.

Позже идея префраттиниевой подгруппы Гашюца многократно обобща-

лась. Наиболее яркое её развитие см. в [2], где подход Гашюца связан с на-

сыщенной формацией F и рассмотрены пересечения дополнений не всех,

а только F-эксцентральных корон группы G. Затем (см., напр., [3]) на-

сыщенная формация F была заменена произвольным классом групп. Так

возникло и было развито общее понятие F-префраттиниевой подгруппы.
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В настоящей работе показывается: каков бы ни был класс F, каж-

дая F-префраттиниева подгруппа группы G может быть представлена в

виде пересечения дополнений X-корон группы G для некоторой системы

однопорождённых примитивных классов (теор. 5 и 6). Здесь же (след. 11)

строится еще один базис, позволяющий получить все F-префраттиниевы

подгруппы как произведения подгрупп из этого базиса.

По аналогии с [4] доказывается (теор. 7): если F пробегает все классы

групп, то F-префраттиниевы подгруппы группы G, определяемые некото-

рой системой дополнений Σ, образуют решётку Pr(G, Σ). Устанавливает-

ся строение этой решётки: доказывается, что она изоморфна решётке всех

подмножеств n-элементного множества, где n — максимальное число по-

парно не изоморфных примитивных факторгрупп группы G. В частности,

решётка Pr(G, Σ) является булевой, атомной и коатомной.

В работе рассматриваются только конечные разрешимые группы, по-

этому под группой всегда подразумевается конечная разрешимая группа.

Используются определения и обозначения, принятые в [5, 6]. Наиболее ча-

сто встречающиеся понятия поясняются по ходу изложения материала.

§ 1. X-корона

Напомним: если X — непустой класс групп, то через R0X обознача-

ется класс всех конечных подпрямых произведений групп из X. Понятно,

что G ∈ R0X тогда и только тогда, когда в G существуют нормальные

подгруппы Ni, i = 1, 2, . . . , t, для которых G/Ni ∈ X и
t
⋂

i=1
Ni = 1. Класс X

называется R0-замкнутым, если R0X ⊆ X.

ЛЕММА 1. Пусть X — R0-замкнутый класс, содержащий единич-

ную группу. Тогда для любой группы G множество

S = {N � G | G/N ∈ X},

частично упорядоченное по включению, не пусто и имеет единственный

минимальный элемент
⋂

{N | N ∈ S}, который обозначается через GX
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и называется X-корадикалом группы G. Подгруппа GX характеристична

в G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО см. в [5, с. 272]. 2

Как следует из [5, лемма II.1.6], для любого класса X класс R0(X, 1)

является R0-замкнутым и содержит единичную группу (через (X, 1) обо-

значается класс, состоящий из X-групп и единичных групп). Поэтому лем-

ма 1 гарантирует существование R0(X, 1)-корадикала в любой группе.

В дальнейшем через P будем обозначать класс всех примитивных

групп. Напомним, что группа называется примитивной, если она обла-

дает максимальной подгруппой с единичным ядром. Как показано в [5],

группа G примитивна тогда и только тогда, когда она обладает единствен-

ной минимальной нормальной подгруппой, которая дополняема в G. Это

дополнение является максимальной подгруппой группы G и имеет еди-

ничное ядро. Если M — максимальная подгруппа группы G, то, очевидно,

группа G/CoreG(M) примитивна.

Пусть X — некоторый (возможно, пустой) подкласс класса P. Такой

подкласс будем называть примитивным классом. Через P(G) обозначим

класс всех групп, изоморфных примитивным факторгруппам группы G

(если G = 1, то P(G) = ∅).

ЛЕММА 2. Пусть X — некоторый примитивный класс. Тогда

GR0(X,1) =
⋂

{CoreG(M) | M < · G, G/CoreG(M) ∈ X}

для любой группы G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в [5], запись M < ·G означает, что M —

максимальная подгруппа в G. Если P(G)
⋂

X = ∅, то в G нет факторгрупп,

принадлежащих X. В силу леммы 1, GR0(X,1) = G (здесь и далее будем

считать, что пересечение пустого множества подгрупп совпадает со всей

группой).

Пусть теперь P(G)
⋂

X 6= ∅. Тогда найдётся по крайней мере одна

факторгруппа G/N , принадлежащая X, а значит, и максимальная под-

группа M , для которой G/CoreG(M) ∈ X. Обозначим подгруппу

⋂

{CoreG(M) | M < ·G, G/CoreG(M) ∈ X}
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через R. Ввиду леммы 1, GR0(X,1) ⊆ R. Предположим, что GR0(X,1) ⊂ R.

По лемме 1 в G найдётся не содержащая R нормальная подгруппа N ,

для которой G/N ∈ X. Группа G/N примитивна, поэтому она обладает

единственной минимальной нормальной подгруппой K/N . Поскольку N

не содержит R, то K/N ⊆ RN/N . Подгруппа K/N дополняема в G/N ,

причём её дополнение S/N — максимальная подгруппа группы G/N и

CoreG/N (S/N) = 1. Отсюда следует, что S — максимальная подгруппа

группы G, CoreG(S) = N и G/CoreG(S) ∈ X. Значит, R ⊆ CoreG(S) = N ;

противоречие. Следовательно, GR0(X,1) = R. 2

Пересечение всех таких максимальных подгрупп M группы G, для

которых G/CoreG(M) ∈ X, будем обозначать через ΦX(G) и называть

X-подгруппой Фраттини. При этом полагаем, что ΦX(G) = G, если

G/CoreG(M) /∈ X для любой максимальной подгруппы из G. Из леммы

2 следует: если X — примитивный класс, то ΦX(G) совпадает с GR0(X,1).

ЛЕММА 3. Для любой группы G и любого примитивного класса X

справедливо равенство Φ(G/ΦX(G)) = 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если P(G)
⋂

X = ∅, то ΦX(G) = G, а значит,

в этом случае утверждение леммы верно.

Пусть теперь P(G)
⋂

X 6= ∅, φ — естественный гомоморфизм группы

G на G/ΦX(G), а Φ — полный прообраз подгруппы Φ(G/ΦX(G)). В силу

леммы 2 имеем

ΦX(G) = GR0(X,1) ⊆ Φ ⊆
⋂

{CoreG(M) | M < ·G, G/CoreG(M) ∈ X}.

Значит, ΦX(G) = Φ. 2

Если α — естественный гомоморфизм группы G на G/N , то пол-

ный прообраз подгруппы Фиттинга F (G/N) будем обозначать через

F (G mod N), а полный прообраз подгруппы Фраттини Φ(G/N) — через

Φ(G mod N). Напомним, что секция A/B группы G называется допол-

няемой, если существует подгруппа H группы G, такая что HA = G и

H
⋂

A = B. При этом подгруппа H называется дополнением секции A/B

в группе G.
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ТЕОРЕМА 1. Пусть X — примитивный класс, Φ = ΦX(G), F =

= F (G mod Φ). Тогда

1) F/Φ = Soc(G/Φ);

2) CG/Φ(F/Φ) = F/Φ;

3) F/Φ дополняема в G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ввиду леммы 3, Φ(G/Φ) = 1. Теперь утвер-

ждения 1–3 прямо следуют из [5, теор. A.10.6]. 2

ЛЕММА 4. Пусть X — примитивный класс. Если N � G и N ⊆

⊆ ΦX(G), то ΦX(G/N) = ΦX(G)/N .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если P(G)
⋂

X = ∅, то утверждение леммы

очевидно.

Пусть P(G)
⋂

X 6= ∅, M — максимальная подгруппа группы G, такая

что G/CoreG(M) ∈ X. По лемме 2, N ≤ CoreG(M), а значит,

G/N/CoreG/N (M/N) = G/N/CoreG(M)/N ∼= G/CoreG(M) ∈ X.

Снова применяя лемму 1, получаем, что

ΦX(G/N) ≤ ΦX(G)/N.

Пусть ΦX(G/N) = Φ/N . В силу леммы 2,

Φ/N =
⋂

{CoreG/N (H/N) | H/N < ·G/N, G/N/CoreG/N (H/N) ∈ X}.

Отсюда следует, что G/CoreG(H) ∈ X, а значит, по лемме 2, ΦX(G) ≤ Φ. 2

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть X — примитивный класс. Секцию

F (G/ΦX(G)) будем называть X-короной группы G и обозначать через

Cr(G, X). Подгруппу F (G mod ΦX(G)) будем называть X-подгруппой Фит-

тинга группы G и обозначать как FX(G).

С учётом введённых обозначений X-корона группы G — это секция

FX(G)/ΦX(G). Ввиду теоремы 1, Cr(G, X) — цоколь группы G/ΦX(G).

Приведём теперь несколько примеров X-корон для конкретных при-

митивных классов X.

ПРИМЕР 1. Пусть X = ∅. Тогда, очевидно, для любой группы G

справедливы равенства: ΦX(G) = G, FX(G) = G, Cr(G, X) = 1.
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ПРИМЕР 2. В случае X = P имеем: ΦP(G) = Φ(G), FP(G) = F (G),

Cr(G, P) = F (G)/Φ(G).

ПРИМЕР 3. Пусть π — некоторое множество простых чисел, X —

класс всех примитивных групп, цоколь которых является π′-группой. В

этом случае FX(G) = F (G mod Φπ(G)), а ΦX(G) = Φπ(G) совпадает с пере-

сечением всех максимальных подгрупп группы G, индексы которых не де-

лятся на числа из π. Кроме того, Φπ(G) = Φ(G mod Oπ(G)) (см., напр., [7]).

ПРИМЕР 4. Пусть F — непустая формация, X — класс всех при-

митивных групп, не принадлежащих F. Тогда ΦX(G) = ∆F(G), пересе-

чению всех F-абнормальных максимальных подгрупп группы G (описа-

ние строения подгруппы ∆F(G) см. в [6, 7]). В этом случае Cr(G, X) =

= F (G mod ∆F(G))/∆F(G).

ПРИМЕР 5. Пусть F — непустая формация, X — класс всех прими-

тивных групп, принадлежащих F. Тогда ΦX(G) = Φ(G mod GF), где GF —

F-корадикал группы G (см., напр., [7]). Значит, в данном случае

FX(G) = F (G mod Φ(G mod GF)).

§ 2. Характеризация X-подгруппы Фиттинга

Пусть F — некоторый класс групп. Напомним, что главный фак-

тор H/K группы G называется F-центральным (см. [3]), если по-

лупрямое произведение [H/K](G/CG(H/K)) принадлежит F. Если же

[H/K](G/CG(H/K)) не принадлежит F, то главный фактор H/K назы-

вается F-эксцентральным.

Нам понадобится следующая лемма, доказательство которой см.,

напр., в [3].

ЛЕММА 5. Пусть H/K — дополняемый главный фактор группы

G, M — дополнение фактора H/K в группе G. Тогда

[H/K](G/CG(H/K)) ∼= G/CoreG(M).
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Из леммы 5, в частности, следует, что дополняемый главный фак-

тор H/K является F-центральным в G тогда и только тогда, когда

G/CoreG(M) ∈ F, где M — дополнение для H/K в группе G.

ТЕОРЕМА 2. Если X — примитивный класс, то FX(G) равна пе-

ресечению централизаторов всех дополняемых X-центральных главных

факторов группы G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае P(G)
⋂

X = ∅ теорема очевид-

на. Будем считать, что P(G)
⋂

X 6= ∅. Пусть H/K — дополняемый X-

центральный главный фактор группы G, M — максимальная подгруппа

группы G, дополняющая H/K. Ввиду [5, предлож. A.15.5], CG(H/K) =

= HCoreG(M) и H ∩ CoreG(M) = K. Обозначим подгруппу ΦX(G) через

Φ. Из леммы 2 следует, что

Φ ≤ CoreG(M) ≤ CG(H/K).

Поэтому

HΦ/KΦ ∼= H/H ∩ KΦ = H/K(H ∩ Φ) = H/K.

Таким образом, главные факторы HΦ/KΦ и H/K являются G-изоморф-

ными, а значит,

CG(H/K) = CG(HΦ/KΦ).

В свою очередь, G-изоморфными являются и главные факторы

(HΦ/Φ)/(KΦ/Φ) и HΦ/KΦ. Поэтому

CG(H/K)/Φ = CG/Φ(HΦ/Φ/KΦ/Φ).

Отсюда, в силу [6, след. 4.1.1] и теоремы 1 имеем

FX(G)/Φ = F (G/Φ) ≤ CG(H/K)/Φ.

Значит, подгруппа FX(G) содержится в пересечении централизаторов всех

дополняемых X-центральных главных факторов группы G.

Докажем обратное включение. По лемме 3 подгруппа Фраттини

группы G/Φ единична. Отсюда и из [5, теор. A.13.8] получаем равенство

FX(G)/Φ = K1/Φ × . . . × Kt/Φ,
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где K1/Φ, . . . , Kt/Φ — дополняемые минимальные нормальные подгруппы

группы G/Φ. Кроме того,

FX(G)/Φ =

t
⋂

i=1

CG/Φ(Ki/Φ) =

(

t
⋂

i=1

CG(Ki/Φ)

)

/Φ.

Предположим, что Ki/Φ X-эксцентральна в G/Φ. Тогда

[Ki/Φ]((G/Φ/CG/Φ(Ki/Φ)) 6∈ X.

Ввиду [3, лемма 3.29]

G/Φ/CoreG/Φ(M/Φ) 6∈ X

для любой максимальной подгруппы M/Φ группы G/Φ, дополняющей

Ki/Φ. Следовательно, каждая максимальная подгруппа D/Φ группы G/Φ,

для которой

G/Φ/CoreG/Φ(D/Φ) ∈ X,

содержит Ki/Φ. Отсюда по лемме 2 имеем Ki/Φ ⊆ ΦX(G/Φ). Ввиду лем-

мы 4, ΦX(G/Φ) = 1; противоречие. Таким образом, для любого i = 1, . . . , t

подгруппа Ki/Φ X-центральна в G/Φ, а значит, Ki/Φ — дополняемый X-

центральный главный фактор группы G. Как показано выше,

FX(G) =
t
⋂

i=1

CG(Ki/Φ).

Итак, пересечение централизаторов дополняемых X-центральных главных

факторов содержится в FX(G). 2

СЛЕДСТВИЕ 1. Для любой группы G подгруппа F (G) равна пере-

сечению централизаторов всех дополняемых главных факторов группы G.

СЛЕДСТВИЕ 2. Для любой группы G, не являющейся π-группой,

пересечение централизаторов всех дополняемых главных π′-факторов

группы G равно F (G mod Φπ(G)).

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть F — насыщенная формация. Для лю-

бой группы G, не принадлежащей F, пересечение централизаторов

всех дополняемых F-эксцентральных главных факторов группы G равно

F (G mod ∆F(G)).
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§ 3. X-корона и главные факторы

Рассматривая связь X-корон с главными факторами группы G, огра-

ничимся случаем, когда все группы из X имеют одинаковую цокольную

длину.

Напомним, что ряд

1 = S0 < S1 < . . . < St = G

называется цокольным рядом группы G, если Si/Si−1 = Soc(G/Si−1) (цо-

коль группы G/Si−1) для любого i = 1, . . . , t. Число t называется цоколь-

ной длиной группы и обозначается как ls(G). Цокольная длина единичной

группы считается равной нулю.

Доказательство следующей леммы см. в [3, с. 35].

ЛЕММА 6. Для любой группы G справедливы следующие утвер-

ждения:

1) если ls(G) 6 n, то ls(G/N) 6 n для любой нормальной подгруппы

N группы G;

2) если N1 и N2 — нормальные подгруппы группы G и ls(G/Ni) 6 n,

i = 1, 2, то ls(G/N1 ∩ N2) 6 n.

Из леммы 6, в частности, следует: если n — неотрицательное целое

число, то класс F всех тех групп, цокольная длина которых не превосходит

n, является формацией.

ТЕОРЕМА 3. Пусть n — неотрицательное целое число, X — при-

митивный класс, такой что ls(H) = n для любой группы H из X. Если

ΦX(G) = 1, то

1) FX(G) = Soc(G);

2) группа G не содержит дополняемых X-центральных главных фак-

торов между FX(G) и G;

3) каждая минимальная нормальная подгруппа группы G дополняе-

ма и X-центральна в G;

4) любой главный фактор группы G между 1 и FX(G) дополняем и

X-централен в G;



X-корона конечной разрешимой группы 601

5) если Soc(G) — прямое произведение t минимальных нормальных

подгрупп группы G, то каждый главный ряд группы G содержит ровно t

дополняемых X-центральных главных факторов;

6) если K/L — дополняемый X-центральный главный фактор группы

G, и M — максимальная подгруппа группы G, дополняющая K/L, то най-

дётся минимальная нормальная подгруппа N в G, которая G-изоморфна

K/L и дополняется в G подгруппой M .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Утверждение прямо следует из теоремы 1.

2) Предположим, что найдётся дополняемый X-центральный глав-

ный фактор A/B группы G, такой что FX(G) ⊆ B. По лемме 2 в группе G

существуют такие нормальные подгруппы N1, . . . , Nk, что N1∩ . . .∩Nk = 1

и G/Ni ∈ X для любого i = 1, . . . , k. Согласно лемме 6 имеем ls(G) 6 n.

А так как FX(G) = Soc(G), то ls(G/FX(G)) 6 n − 1. Пусть M — макси-

мальная подгруппа группы G, дополняющая главный фактор A/B. Тогда

B ⊆ CoreG(M), а значит, Soc(G) ⊆ CoreG(M).

Так как главный фактор A/B X-централен в G, то [A/B](G/CG(A/

/B)) ∈ X. По [3, лемма 3.29] G/CoreG(M) ∈ X, а следовательно, по условию

теоремы, ls(G/CoreG(M)) = n. С другой стороны,

G/CoreG(M) ∼= G/FX(G)/CoreG(M)/FX(G).

Тогда по лемме 6 получаем ls(G/CoreG(M)) 6 n − 1; противоречие. Зна-

чит, группа G не содержит дополняемых X-центральных главных факто-

ров, расположенных выше FX(G).

3) Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. В силу

леммы 3 имеет место Φ(G) = 1, поэтому N дополняема в G. Предположим,

что N X-эксцентральна в G. Тогда [N ](G/CG(N) 6∈ X. По [3, лемма 3.29],

G/CoreG(M) 6∈ X для любой максимальной подгруппы M группы G, до-

полняющей подгруппу N . Следовательно, каждая максимальная подгруп-

па T , для которой G/CoreG(T ) ∈ X, содержит N . Отсюда, на основании

леммы 2, N ⊆ ΦX(G), что противоречит условию теоремы. Следовательно,

каждая минимальная нормальная подгруппа группы G дополняема в G и

является X-центральной.
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4) Пусть K/L — такой главный фактор группы G, что K ⊆ FX(G).

Так как FX(G) = Soc(G), найдётся минимальная нормальная подгруппа

N группы G, такая что K = N ×L и FX(G) = K ×D. Согласно теореме 1

FX(G) дополняема в G. Пусть H — одно из дополнений подгруппы FX(G)

в G. Тогда HLD — максимальная подгруппа группы G, дополняющая

главный фактор K/L. Кроме того, по утверждению 3 подгруппа N X-

центральна в G, а значит, на основании G-изоморфизма N ∼= K/L главный

фактор K/L является X-центральным в G.

5) Пусть Soc(G) = N1× . . .×Nt. Рассмотрим некоторый главный ряд

h группы G:

1 < N1 < N1N2 < . . . < N1 . . . Nt = FX(G) < G1 < . . . < Gm = G.

По утверждению 4 каждый главный фактор ряда h на участке от 1 до

FX(G) дополняем и X-централен, а на основании утверждения 2 все глав-

ные факторы ряда h, расположенные выше FX(G), либо фраттиниевы,

либо дополняемы и X-эксцентральны.

Если f — произвольный главный ряд группы G, то в силу [5,

теор. A.9.13] существует взаимно однозначное соответствие между главны-

ми факторами рядов h и f , такое что соответствующие главные факторы

G-изоморфны и оба одновременно либо фраттиниевы, либо дополняемы.

Главный ряд h содержит ровно t дополняемых X-центральных главных

факторов, поэтому таким же свойством обладает и ряд f .

6) Пусть K/L — дополняемый X-центральный главный фактор груп-

пы G, M — максимальная подгруппа группы G, дополняющая K/L. Ввиду

[5, предлож. A.15.5] факторы K/L и KCoreG(M)/CoreG(M) являются G-

изоморфными и L = K ∩ CoreG(M). Так как K/L X-централен в G, то

G/CoreG(M) ∈ X. В силу утверждения 2, CoreG(M) не содержит FX(G).

Поскольку FX(G) = Soc(G), существует минимальная нормальная под-

группа N в G, которая не содержится в CoreG(M). Группа G/CoreG(M)

примитивна, поэтому

N ∼= NCoreG(M)/CoreG(M) = KCoreG(M)/CoreG(M)

∼= K/K ∩ CoreG(M) = K/L.
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Таким образом, N G-изоморфна K/L. Ясно, что M дополняет N в G. 2

Отметим, что согласно лемме 2 для любого примитивного класса X

все дополняемые главные факторы группы G, расположенные на участке

от 1 до ΦX(G), являются X-эксцентральными.

СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть n — неотрицательное целое число, X —

такой примитивный класс, что ls(H) = n для любой группы H из X.

Тогда справедливы следующие утверждения:

1) все дополняемые главные факторы группы G, расположенные ни-

же ΦX(G) или выше FX(G), являются X-эксцентральными;

2) все главные факторы группы G, расположенные между подгруп-

пами ΦX(G) и FX(G), дополняемы и X-центральны в G;

3) если t — длина G-главного ряда X-короны FX(G)/ΦX(G), то каж-

дый главный ряд группы G содержит ровно t дополняемых X-централь-

ных главных факторов.

Рассмотрим теперь один частный случай. Пусть H — примитивная

группа, X = (H) — примитивный класс, все группы которого изоморфны

H. В этом случае класс R0(X, 1) будем обозначать через R0(H, 1), а под-

группы ΦX(G) и FX(G) — через ΦH(G) и FH(G) соответственно. X-корону

группы G при X = (H) назовём H-короной и обозначим через Cr(G, H).

Будем говорить, что главный фактор A/B группы G H-централен в G,

если

[A/B](G/CG(A/B)) ∼= H.

Если же [A/B](G/CG(A/B)) не изоморфна H, то главный фактор A/B

будем называть H-эксцентральным.

СЛЕДСТВИЕ 5. Пусть H — примитивная группа. Тогда для лю-

бой группы G справедливы следующие утверждения:

1) все дополняемые главные факторы группы G, расположенные ни-

же ΦH(G) или выше FH(G), являются H-эксцентральными;

2) все главные факторы группы G, расположенные между подгруп-

пами ΦH(G) и FH(G), дополняемы и H-центральны в G;
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3) если t — длина G-главного ряда H-короны FH(G)/ΦH(G), то каж-

дый главный ряд группы G содержит ровно t дополняемых H-централь-

ных главных факторов.

Требование равенства цокольной длины всех групп из X в теореме 3

существенно, и его отбросить нельзя. На это указывает следующий

ПРИМЕР 6. Пусть X = (H1, H2), где H1 — группа порядка 2, H2 —

нециклическая группа порядка 6. Пусть G = H1 × H2. Тогда ΦX(G) = 1,

FX(G) = H1 ×D, где D — подгруппа из H2, имеющая порядок 3; при этом

утверждения 2, 5, 6 теоремы 3 в группе G не выполняются.

§ 4. Дополняемость X-короны

Как показывает теорема 1, X-корона Cr(G, X) дополняема в любой

группе G для любого примитивного класса X. Проводя аналогию меж-

ду коронами дополняемых главных факторов и X-коронами группы, есте-

ственно задать вопрос о сопряжённости дополнений X-корон. Однако уже

простые примеры показывают, что ответ на него в общем случае отрица-

телен. В частности, в группе G из примера 6 подгруппы 〈(1, y)〉 и 〈(x, y)〉,

где x и y — элементы порядка 2 соответственно из H1 и H2, дополняют

подгруппу FX(G) в группе G, но, очевидно, не сопряжены в G.

Докажем: в случае если все группы из X имеют одинаковую цоколь-

ную длину, любые два дополнения к X-короне сопряжены в G. Для дока-

зательства этого факта нам понадобится следующая информация из [4] о

частично префраттиниевых подгруппах.

Короной группы G называется любая корона дополняемого главного

фактора группы G. Множество всех корон группы G будем обозначать

через Cr(G).

Ввиду теоремы Жордана–Гёльдера для построения множества

Cr(G) достаточно рассмотреть некоторый главный ряд группы G и вы-

брать в нем максимальную систему H1/K1, . . . , Ht/Kt попарно не G-изо-

морфных дополняемых главных факторов. Тогда

Cr(G) = {CrG(H1/K1), . . . , CrG(Ht/Kt)}.
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Рассмотрим подмножество

M = {CrG(Hj/Kj) | j ∈ J}

множества Cr(G), J ⊆ {1, . . . , t}. Дополняемый главный фактор группы G

будем называть M-фактором, если он G-изоморфен Hj/Kj для некоторого

j ∈ J . Подгруппа
⋂

j∈J

Bj , где Bj — дополнение короны CrG(Hj/Kj) в G,

называется M-префраттиниевой подгруппой группы G. Если M = ∅, то

полагаем, что M-префраттиниева подгруппа группы G совпадает с G.

ЛЕММА 7 [4]. Для любого подмножества M множества Cr(G)

каждая M-префраттиниева подгруппа группы G изолирует все дополня-

емые главные M-факторы и покрывает все остальные главные факторы

группы G.

ЛЕММА 8 [4]. Для любого подмножества M множества Cr(G)

любые две M-префраттиниевы подгруппы из G сопряжены.

ЛЕММА 9 [4]. Пусть M — непустое подмножество множества

Cr(G). Подгруппа B группы G является M-префраттиниевой подгруппой

тогда и только тогда, когда она представима в виде

B = M1 ∩ . . . ∩ Mr,

где M1, . . . , Mr — максимальные подгруппы группы G, изолирующие раз-

личные дополняемые главные M-факторы некоторого главного ряда груп-

пы G, r — число всех дополняемых главных M-факторов этого ряда.

ТЕОРЕМА 4. Пусть n — неотрицательное целое число, X — та-

кой примитивный класс, что ls(H) = n для любой группы H из X. Под-

группа S группы G является дополнением короны FX(G)/ΦX(G) тогда и

только тогда, когда S является M-префраттиниевой подгруппой группы

G, где M — множество всех корон группы G, определяемых её дополняе-

мыми X-центральными главными факторами.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть S — M-префраттиниева подгруппа

группы G, где M — множество всех корон группы G, определяемых до-

полняемыми X-центральными главными факторами группы G.
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Рассмотрим главный ряд h группы G, проходящий через подгруп-

пы ΦX(G) и FX(G). Ввиду следствия 4 все дополняемые главные факторы

ряда h, расположенные ниже ΦX(G) или выше FX(G), либо фраттини-

евы, либо дополняемы и X-эксцентральны в G, а все главные факторы

ряда h, расположенные между подгруппами ΦX(G) и FX(G), дополняемы

и X-центральны в G. Отсюда в силу леммы 7 подгруппа S покрывает все

главные факторы ряда h, расположенные ниже ΦX(G) или выше FX(G), и

изолирует все главные факторы ряда h, расположенные между подгруп-

пами ΦX(G) и FX(G). Тогда G = SFX(G) и S ∩ FX(G) = ΦX(G), т. е. S —

дополнение короны FX(G)/ΦX(G).

Докажем обратное утверждение. Пусть S — дополнение короны

FX(G)/ΦX(G), M — множество всех корон группы G, которые соответству-

ют дополняемым главным факторам H/K, для которых [H/K](G/CG(H/

/K)) ∈ X. Ввиду теоремы 3

FX(G)/ΦX(G) = Soc(G/ΦX(G)),

поэтому

FX(G)/ΦX(G) = (N1/ΦX(G)) × . . . × (Nt/ΦX(G)),

где Ni/ΦX(G) — минимальная нормальная подгруппа группы G/ΦX(G).

Рассмотрим главный ряд h группы G:

1 = Φ0 < Φ1 < . . . < Φk = ΦX(G)

= N0 < N1 < N1N2 < . . . < N1 . . . Nt = FX(G)

= G0 < G1 < . . . < Gm = G.

По следствию 4 каждый главный фактор ряда h, расположенный ниже

ΦX(G) или выше FX(G), либо фраттиниев, либо дополняем и X-эксцент-

рален в G, а все главные факторы ряда h, расположенные на участке от

ΦX(G) до FX(G), являются дополняемыми и X-центральными в G. Таким

образом, все дополняемые M-факторы ряда h расположены на участке от

ΦX(G) до FX(G), и их число равно t.

Пусть Mi = N1 . . . Ni−1Ni+1 . . . NtS, i = 1, . . . , t. Очевидно, Mi — мак-

симальная подгруппа группы G, дополняющая главный фактор N1 . . . Ni/
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/N1 . . . Ni−1. Ввиду леммы 9, M1∩. . .∩Mt — M-префраттиниева подгруппа

группы G. Остаётся заметить, что

M1 ∩ . . . ∩ Mt =
t
⋂

i=1

(N1 . . . Ni−1Ni+1 . . . NtS) = S. 2

В силу леммы 8 имеем

СЛЕДСТВИЕ 6. Пусть n — неотрицательное целое число, X —

такой примитивный класс, что ls(H) = n для любой группы H из X. То-

гда любые два дополнения X-короны FX(G)/ΦX(G) группы G сопряжены.

В случае однопорождённого примитивного класса X справедливо

СЛЕДСТВИЕ 7. Пусть H — примитивная группа. Для любой

группы G выполняются следующие утверждения:

1) подгруппа S группы G является дополнением H-короны

Cr(G, H) = FH(G)/ΦH(G) тогда и только тогда, когда S является M-

префраттиниевой подгруппой группы G, где M — множество всех корон

группы G, которые соответствуют таким дополняемым главным фак-

торам L/K, что [L/K](G/CG(L/K)) ∼= H;

2) любые два дополнения H-короны FH(G)/ΦH(G) группы G сопря-

жены.

§ 5. Подгруппы префраттиниева типа

Пусть F — некоторый класс групп, G — группа, в главном ряду ко-

торой ровно n дополняемых F-эксцентральных главных факторов. Следуя

[3], будем говорить, что H — F-префраттиниева подгруппа группы G, ес-

ли для любого главного ряда группы G найдутся максимальные подгруп-

пы M1, . . . , Mn, изолирующие различные дополняемые F-эксцентральные

факторы этого ряда, такие что H = M1 ∩ . . . ∩ Mn (если в G нет до-

полняемых F-эксцентральных главных факторов, то F-префраттиниевой

подгруппой группы G считается сама G).

Следующая лемма описывает основные свойства F-префраттиниевых

подгрупп. Доказательство её можно найти в [2, 3, 8].
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ЛЕММА 10. Пусть H — F-префраттиниева подгруппа группы G.

Тогда

1) любая F-префраттиниева подгруппа группы G сопряжена с H;

2) подгруппа H изолирует все дополняемые F-эксцентральные глав-

ные факторы и покрывает все остальные главные факторы группы G.

ЛЕММА 11. Пусть F — некоторый класс групп, X = P(G) ∩ F.

Подгруппа H является F-префраттиниевой подгруппой группы G тогда

и только тогда, когда она является X-префраттиниевой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуемое следует из того, что дополняемый

главный фактор группы G является F-эксцентральным тогда и только

тогда, когда он X-эксцентрален в G. 2

ЗАМЕЧАНИЕ. Для любой группы G 6= 1 найдутся такие попарно

неизоморфные примитивные подгруппы H1, . . . , Hn, что P(G) = (H1, . . . ,

Hn). В дальнейшем будем использовать запись вида X = (H1, . . . , Hn) и

предполагать, что группы Hi и Hj класса X не изоморфны при любых

i 6= j.

Будем говорить, что подгруппа H группы G является подгруппой

префраттиниева типа, если она является F-префраттиниевой подгруппой

для некоторого класса F.

ТЕОРЕМА 5. Пусть P(G) = (H1, . . . , Hn). Тогда справедливы сле-

дующие утверждения:

1) все подгруппы префраттиниева типа группы G исчерпываются

X-префраттиниевыми подгруппами, где X пробегает все подклассы класса

P(G);

2) число всех классов сопряжённых подгрупп префраттиниева типа

в группе G равно 2n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Утверждение прямо следует из леммы 11.

2) Пусть X1 и X2 — два различных подкласса класса P(G) и Hi — Xi-

префраттиниева подгруппа группы G, i = 1, 2. Так как X1 6= X2, то по лем-

ме 10 в G найдётся по крайней мере один дополняемый главный фактор,

который покрывается подгруппой H1, но изолируется подгруппой H2. Сле-
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довательно, H1 и H2 принадлежат различным классам сопряжённых под-

групп. Кроме того, в силу леммы 10 для любого подкласса X класса P(G) в

G существует единственный класс сопряжённых X-префраттиниевых под-

групп. Таким образом, множество всех классов сопряжённых подгрупп

префраттиниева типа группы G равномощно множеству всех подмножеств

множества {H1, . . . , Hn}, а значит, его мощность равна 2n. 2

ТЕОРЕМА 6. Пусть P(G) = (H1, . . . , Hn), X = (Hj | j ∈ J), J ⊆

⊆ I = {1, . . . , n}. Если H — X-префраттиниева подгруппа группы G, то

1) для любого j ∈ J подгруппа H покрывает Hj-корону группы G;

2) для любого i ∈ I \ J подгруппа H изолирует Hi-корону группы G;

3) H покрывает все фраттиниевы главные факторы группы G;

4) если Bi — дополнение Hi-короны группы G, i ∈ I \J , то
⋂

i∈I\J

Bi —

X-префраттиниева подгруппа группы G;

5) в группе G найдётся такой элемент x, что H =
⋂

i∈I\J

Bx
i .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если I = J , то
⋂

i∈I\J

Bi = G (напомним, что по

нашему соглашению пересечение пустого множества подгрупп совпадает с

G). Если J = ∅, то
⋂

i∈I\J

Bi — префраттиниева подгруппа.

Пусть теперь I 6= J , J = {1, . . . , k − 1} 6= ∅.

1) Рассмотрим главный ряд hi группы G, проходящий через подгруп-

пы ΦHi
(G) и FHi

(G), i = 1, 2, . . . , n:

1 = Φ0 < Φ1 < . . . < Φl = ΦHi
(G)

= F0 < F1 < . . . < Ft = FHi
(G) = G0 < G1 < . . . < Gm = G.

Если i ∈ {1, . . . , k − 1}, то по следствию 5 все главные факторы F1/F0, . . . ,

Ft/Ft−1 дополняемы и Hi-центральны, а значит, X-центральны в G. Со-

гласно лемме 10, H покрывает все факторы F1/F0, . . . , Ft/Ft−1, т. е. Fj ≤

≤ HFj−1 для всех j = 1, . . . , t. Отсюда

Ft = FHi
(G) ≤ HF0 = HΦHi

(G),

т. е. подгруппа H покрывает Hi-корону Cr(G, Hi) группы G.
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2) Если i ∈ {k, k + 1, . . . , n}, то ввиду следствия 5 все главные факто-

ры F1/F0, . . . , Ft/Ft−1 дополняемы и Hi-центральны в G; а так как Hi 6∈ X,

то они X-эксцентральны в G. В силу леммы 10, H изолирует все главные

факторы F1/F0, . . . , Ft/Ft−1, т. е. H ∩ Fj ≤ Fj−1 для всех j = 1, . . . , t. От-

сюда следует, что

H ∩ Ft = H ∩ FHi
(G) ≤ F0 = ΦHi

(G),

т. е. подгруппа H изолирует корону Cr(G, Hi) группы G.

3) Утверждение прямо следует из леммы 10.

4) В силу следствия 7, для любого i = 1, 2, . . . , n подгруппа Bi яв-

ляется Mi-префраттиниевой подгруппой группы G, если Mi — множество

всех корон группы G, которые соответствуют таким дополняемым глав-

ным факторам L/K группы G, что [L/K](G/CG(L/K)) ∼= Hi.

По лемме 9, Bi представима в виде Bi = Mi1 ∩ . . . ∩ Miri
, где

Mi1, . . . , Miri
— максимальные подгруппы группы G, изолирующие различ-

ные дополняемые главные Mi-факторы некоторого главного ряда группы

G, а ri — это число всех дополняемых главных Mi-факторов этого ря-

да. Отсюда, в силу [3, теор. 13.4], Bi является Xi-префраттиниевой под-

группой группы G для класса Xi = (H1, . . . , Hi−1, Hi+1, . . . , Hn). Тогда

для всякого главного ряда группы G максимальные подгруппы Mk1, . . . ,

Mkr1
, . . . , Mn1, . . . , Mnrn изолируют все дополняемые X-эксцентральные

главные факторы этого ряда, а значит, подгруппа Bk ∩ Bk+1 ∩ . . . ∩ Bn

является X-префраттиниевой подгруппой группы G.

5) Утверждение является прямым следствием леммы 10. 2

§ 6. Решётка Pr(G, Σ)

Пусть P(G) = (H1, . . . , Hn), Bi — дополнение к Hi-короне группы G,

i = 1, 2, . . . , n. Тогда система Σ = {B1, . . . , Bn} называется префраттини-

евой системой группы G.

Пусть теперь X = (Hj | j ∈ J) — некоторый подкласс класса P(G),

J ⊆ {1, . . . , n}. Скажем, что X-префраттиниева подгруппа B группы G
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ассоциирована с префраттиниевой системой Σ, если она представима в

виде B =
⋂

j∈J

Bj , где Bj ∈ Σ для всех j ∈ J .

Подгруппой префраттиниева типа группы G, ассоциированной с

префраттиниевой системой Σ, будем называть всякую подгруппу B из

G, удовлетворяющую следующим условиям:

1) B является X-префраттиниевой подгруппой для некоторого под-

класса X класса P(G);

2) B ассоциирована с Σ.

Множество всех подгрупп префраттиниева типа группы G, ассоции-

рованных с префраттиниевой системой Σ, обозначим через Pr(G, Σ). По-

нятно, что в случае X = ∅ X-префраттиниева подгруппа группы G, ассо-

циированная с Σ, совпадает с G, т. е. всегда G ∈ Pr(G, Σ).

ЛЕММА 12. Если Σ — префраттиниева система группы G и B,

B′ — элементы из Pr(G, Σ), то

1) B ∩ B′ ∈ Pr(G, Σ);

2) BB′ = B′B ∈ Pr(G, Σ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Пусть P(G) = (H1, . . . , Hn), Σ = {B1, . . . ,

Bn}. Пусть B — X1-префраттиниева подгруппа, B′ — X2-префраттиниева

подгруппа группы G. Если X1 = (Hi1 , . . . , Hik), X2 = (Hj1 , . . . , Hjl
), X =

= X1 ∪ X2, то по определению подгруппа

B ∩ B′ = (Bi1 ∩ . . . ∩ Bik) ∩ (Bj1 ∩ . . . ∩ Bjl
)

является X-префраттиниевой подгруппой группы G, принадлежащей

Pr(G, Σ).

Рассмотрим множество X1∩X2. Будем считать, что X1∩X2 = (H1, . . . ,

Ht). Тогда

BB′ = (Bi1 ∩ . . . ∩ Bik)(Bj1 ∩ . . . ∩ Bjl
) ⊆ B1 ∩ . . . ∩ Bt,

т. е. BB′ содержится в (X1 ∩ X2)-префраттиниевой подгруппе

C = B1 ∩ . . . ∩ Bt.
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Сравнивая порядки подгрупп BB′, C и применяя теорему 6, получаем

|BB′| = |C|. Отсюда и из BB′ ⊆ C следует, что BB′ = C. 2

ТЕОРЕМА 7. Для каждой группы G и любой её префраттиниевой

системы Σ справедливы следующие утверждения:

1) Pr(G, Σ) — подрешётка решётки всех подгрупп группы G; нулём

этой решётки является префраттиниева подгруппа, ассоциированная с

Σ, а единицей — сама группа G;

2) если P(G) = (H1, . . . , Hn), то решётка Pr(G, Σ) изоморфна ре-

шётке (P(X),∪,∩) всех подмножеств n-элементного множества X.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Σ = {B1, . . . , Bn}. Из леммы 12 сле-

дует, что Pr(G, Σ) — подрешётка решётки всех подгрупп группы G. Для

любой подгруппы B префраттиниева типа группы G, ассоциированной с

Σ, справедливо включение B1∩. . .∩Bn ⊆ B ⊆ G, поэтому префраттиниева

подгруппа B1 ∩ . . . ∩ Bn — нуль решётки Pr(G, Σ), а G — её единица.

Пусть X = {1, . . . , n}. Рассмотрим отображение f , ставящее в соот-

ветствие каждому подмножеству {i1, . . . , ik} множества X X-префратти-

ниеву подгруппу из Pr(G, Σ), где X = P(G) \ (Hi1 , . . . , Hik). Проверка по-

казывает, что f и является искомым изоморфизмом решётки (P(X),∪,∩)

на Pr(G, Σ). 2

СЛЕДСТВИЕ 8. Для каждой группы G и любой её префраттиние-

вой системы Σ = {B1, . . . , Bn} решётка Pr(G, Σ) является атомной и ко-

атомной. Коатомами решётки Pr(G, Σ) являются подгруппы B1, . . . , Bn,

а атомами — подгруппы Si = B1 ∩ . . . ∩ Bi−1 ∩ Bi+1 ∩ . . . ∩ Bn для всех

i = 1, . . . , n.

СЛЕДСТВИЕ 9. Для каждой группы G и любой её префратти-

ниевой системы Σ = {B1, . . . , Bn} решётка Pr(G, Σ) является булевой.

Дополнением X-префраттиниевой подгруппы B ∈ Pr(G, Σ) в решётке

Pr(G, Σ) является (P(G) \ X)-префраттиниева подгруппа B′, ассоцииро-

ванная с системой Σ.

СЛЕДСТВИЕ 10. Пусть P(G) = (H1, . . . , Hn), S1, . . . , Sn — атомы

решётки Pr(G, Σ), P — префраттиниева подгруппа группы G, ассоции-
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рованная с системой Σ. Тогда

1) подгруппа Si покрывает все фраттиниевы главные факторы груп-

пы G и её Hi-корону CrHi
(G), а так же для любого j 6= i изолирует

Hj-корону CrHj
(G) группы G;

2) |Si| = |P | · |CrHi
(G)|;

3) для любых различных i, j ∈ {1, . . . , n} справедливы равенства

SiSj = SjSi и Si ∩ Sj = P ;

4) если B — (Hi1 , . . . , Hik)-префраттиниева подгруппа группы G, ас-

социированная с префраттиниевой системой Σ, то B = Si1 . . . Sik ;

5) G = S1 . . . Sn, S1 ∩ . . . ∩ Sn = P , |G| = |P | ·
n
∏

i=1
|CrHi

(G)|.

СЛЕДСТВИЕ 11. Пусть Σ = {B1, . . . , Bn} — префраттиние-

ва система группы G, {S1, . . . , Sn} — множество всех атомов решёт-

ки Pr(G, Σ). Тогда для любых непустого подкласса X ⊆ P(G) и X-

префраттиниевой подгруппы H группы G найдутся атомы Si1 , . . . , Sik ∈

∈ Pr(G, Σ) и элемент x ∈ G, такие что H = Sx
i1

. . . Sx
ik

.

ЗАМЕЧАНИЕ. Ввиду леммы 11 и теоремы 5, для любого класса

групп F каждая F-префраттиниева подгруппа H группы G является X-

префраттиниевой подгруппой для некоторого подкласса X из P(G). В силу

теоремы 6 подгруппа H совпадает с пересечением элементов некоторой

префраттиниевой системы Σ = {B1, . . . , Bn}. По следствию 11 подгруппа

H (за исключением случая X = ∅) совпадает с произведением некоторых

атомов S1, . . . , Sn решётки Pr(G, Σ). Таким образом, системы {B1, . . . , Bn},

{S1, . . . , Sn} и сопряжённые с ними являются базисами для построения

всех подгрупп префраттиниева типа в группе G.
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