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ИССЛЕДОВАНИЕ ОСЦИЛЛЯТОРА ВАН ДЕР ПОЛЯ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ 
ОТРАЖЕНИЕМ ОТ НАГРУЗКИ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ТИПАХ 

СЛУЧАЙНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

С.П. Жогаль, С.И. Жогаль, А.И. Кулыба 

Гомельский государственный университет им. Ф. Скорины 
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Исследованы одночастотные колебания в автоколебательной системе ван дер Поля с запаздываниями в цепи обратной 
связи и от отраженной нагрузки при одновременных аддитивных и мультипликативных случайных воздействиях.  
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Single-frequency oscillations in a van der Pol self-oscillating system with delays in the feedback circuit and from the reflected 
load under simultaneous additive and multiplicative random influences are investigated.  
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Введение 
Исследование систем с запаздыванием явля-

ется актуальной задачей и предметом исследований 
многих научных работ [1]–[7]. Такие системы мо-
гут служить математическими моделями реаль-
ных объектов и явлений механики, оптики, ра-
диофизики, кибернетики.  

Актуальной является задача исследования 
случайных колебаний в подобных системах при 
наличии силовых (аддитивных) и параметриче-
ских (мультипликативных) случайных воздейст-
вий [7], [8].  

 
1 Постановка задачи 
Исследуем флуктуации колебаний в автоге-

нераторе ван дер Поля с учетом как запаздывания 
в цепи обратной связи генератора, так и запазды-
вания отраженного сигнала от удаленной нагруз-
ки. В качестве математической модели такой ав-
токолебательной системы можно рассматривать 
стохастическое дифференциальное уравнение 
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где 0 1 2 1 2, , , , , , ,k C C      – положительные по-

стоянные,   – малый положительный параметр, 

1 2( ), ( )w t w t  – стохастически независимые вине-

ровские процессы единичной интенсивности. 

Здесь 0  – собственная частота колебаний сис-

темы, k – коэффициент отражения сигнала от на-
грузки, 1  – запаздывание обратной связи, 2  – 

запаздывание отражения от удаленной нагрузки. 
Отметим, что (1.1) может служить простейшей 
математической моделью доплеровского автоди-
на [2]. Исследуем случай одночастотных стохас-
тических колебаний в системе (1.1). 

 
2 Вывод условий устойчивости колебаний 
Применяя к (1.1) метод усреднения в соче-

тании с аппаратом уравнений Колмогорова –
Фоккера – Планка [7], [8], будем искать решение 
в виде 
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где ( ), ( )a t t  – медленно меняющиеся случайные 

функции. 
 Выражая ( ), ( )a t t  через x(t), y(t), получаем 
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 Применяя к выражениям (2.1) формулу Ито 
дифференцирования сложной случайной функ-
ции [7], усредняя нефлуктуационные члены в 
полученных стохастических дифференциальных 
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уравнениях и опуская запаздывания у медленно 
меняющихся переменных, получаем 

3
0 1 0 1

1 1
cos( ) cos( )

2 8
da a a

        


 

2 2 2
0 2 1 22

0 0

1 1
sin( )

2 24

k
a C C a

a
            

 

2 2

2

2
2 0 22

0

1 0 1
0

2 0 2
0

0 0 2 2

1
cos(2 )

16

1
sin( )

1
sin( )

2

sin(2 ) ,

C a dt

C t dw

C a

t dw

 




    

 

     


        

       

2 2

2

2
0 1 0 1

2
0 2 2 0 22

0 0

1 0 1
0

2 0 2
0

0 0 2 2

1 3
sin( ) sin( )

2 8

1
cos( ) sin(2 )

2 8

1
cos( )

1
cos( )

2

cos(2 ) ,

d a

k
C dt

C t dw
a

C a
a

t dw

 



          



         

     


      

       

 

где ( ), ( ), 1, 2.
i ii ia a t t i           

 Полученная система описывает двумерный 
марковский процесс, для которого можно по-
строить уравнение Колмогорова – Фоккера –
Планка (КФП), в котором, согласно [7], проведем 
обычное усреднение. Полученное полностью 
усредненное уравнение КФП для системы (1.1) 
имеет вид: 
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 Поскольку в уравнении (2.2) коэффициенты 
не зависят от ( ),t  можно составить уравнение 

КФП для плотности распределения амплитуды 
колебаний ( ),a t  которое имеет вид 
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 Исходя из уравнения (2.3), для стационар-
ной плотности распределения амплитуды коле-
баний, используя формулу [9] 
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C – постоянная нормировки, определяемая из 
равенства 

0

( ) 1,стp a da


   

получаем 
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где  



Исследование осциллятора ван дер Поля с запаздывающим отражением от нагрузки при различных типах случайных воздействий 
 

Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (40), 2019 69

1 2 1 2 2
2 0 2

1
( , , , )

(2 cos(2 ))
z C C

C
   

  
 

0 0 0 1 0 24 cos( ) sin( )
k              

 

 2
2 0 2

2 2
1 0 0 1

4 2
2 0 2

2 1 cos(2 )

4 cos( )
.

(2 cos(2 ))

C

C

C

    
   


  

 

 Анализируя выражение (2.4), получаем, что 
наиболее вероятными в системе (1.1) будут ко-
лебания с амплитудой 
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 3 Анализ полученных результатов 

Из анализа полученного для 2a  соотноше-
ния (2.5) получаем, что при 1 2 0C C   одночас-

тотные колебания, возникающие в системе (1.1), 
соответствуют колебаниям в детерминированном 
случае, причем устойчивыми они будут лишь 
при выполнении условия 
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т.е. при достаточно большой величине частоты 

0  и параметра ,  а также при малой величине 

параметра k  возникающие в системе колебания 
будут устойчивыми. Рассматривая запаздывания 

1  и 2  такими, что 
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(что вполне соответствует условиям работы ре-
альных систем), получаем, что аддитивные шу-
мы приводят к возрастанию амплитуды колеба-
ний, а случайные возмущения сигнала, отражен-
ного от удаленной нагрузки, влияют на амплиту-
ду колебаний следующим образом: 
при 0 2cos(2 ) 2 / 3    увеличивают амплитуду 

колебаний, при 0 2cos(2 ) 2 / 3    не влияют на 

величину амплитуды колебаний, при 

0 20 cos(2 ) 2 / 3     
уменьшают амплитуду колебаний.  

Следует также отметить, что, как вытекает 
из анализа соотношения (2.5), чем выше частота 

колебаний 0 ,  тем меньше сказывается влияние 

шумов на работу системы. В работе [4], в кото-
рой исследуется автодинная система без учета 
шумов, показано, что с ростом коэффициента 
отражения k  нарушается периодичность про-
цессов в автодине. Полученное нами условие 
(3.1) устойчивости колебаний вполне согласует-
ся с этим выводом, поскольку из него следует, 
что при достаточно больших значениях k  одно-
частотные устойчивые колебания в системе (1.1) 
будут отсутствовать. 
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