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В классе ограниченных управлений рассматривается задача осуществления заданных движений динамическими систе-
мами. Методами оптимального управления строится алгоритм работы регулятора, который в режиме реального време-
ни вычисляет (генерирует) текущие значения ограниченных обратных связей, с помощью которых замкнутая система 
устойчиво осуществляет заданное движение. Для решения этой задачи предлагается использовать реализацию опти-
мальной обратной связи линейно-квадратичных задач с ограничениями. Результаты иллюстрируются на задаче синтеза 
динамических систем, осуществляющих предельные циклы.  
 
Ключевые слова: динамическая система, задача осуществления заданных движений, ограниченная стабилизирующая 
обратная связь, вспомогательная задача оптимального управления, регулятор. 
 
The problem of the given motions realization of dynamic systems in the bounded control class is considered. The regulator op-
eration algorithm is constructing with optimal control methods. According to this algorithm, in real-time, the current values of 
limited feedbacks are calculated (generates), with the help of which the closed-loop system stably carries out a given move-
ment. To solve the problem the feedback optimal control realization of linear-quadratic problem with restrictions is suggested. 
The results are illustrated on the problem of dynamic systems synthesis, realizing limited cycles.  
 
Keywords: dynamic system, given motions realization problem, bounded stabilizing feedback, auxiliary optimal control prob-
lem, regulator. 

 
 

Введение  
Возникновение теории оптимального управ-

ления связано с необходимостью решать возни-
кающие на практике (или в других разделах нау-
ки) задачи. Среди таких источников можно при-
вести несколько задач классической теории ав-
томатического регулирования [1]: задачи регу-
лирования, стабилизации, демпфирования, осу-
ществления заданных движений. Согласно [1], 
целью задачи слежения является осуществление 
процесса «… изменения по заданным условиям 
какой-нибудь величины в машинах, аппаратах 
или иных технических устройствах». Задача 
осуществления движений [2] является одной из 
основных задач теории следящих систем [3]. Ос-
новные методы устойчивого слежения базируют-
ся на классической теории устойчивости движе-
ния [4]. Однако применяемые методы не учиты-
вали ограничения на управления (учет которых 
естественен на практике), а также не предъявля-
ли никаких требований к качеству переходных 
процессов. Теория оптимального управления за 
прошедшее время прошла огромный путь. Есте-
ственно задать вопрос, что дают методы опти-
мального управления для решения классических 
задач теории регулирования, актуальность кото-
рых несомненна и в нынешнее время.  

Использование теории оптимального управ-
ления [5] может существенно расширить воз-
можности средств теории следящих систем. В ее 
рамках можно естественным образом учитывать 
ограничения на управления (они входят в состав 
современных постановок задач оптимального 
управления), не задавать структуру обратных 
связей (а получать ее как решение экстремальной 
задачи), не только устойчиво осуществлять дви-
жения, но и добиваться высокого качества пере-
ходных процессов. Долгое время применение 
методов оптимального управления к решению 
подобных задач сдерживалось отсутствием эф-
фективных методов синтеза оптимальных систем.  

В данной работе описывается метод осуще-
ствления заданных движений динамическими 
системами, основанный на применении методов 
оптимального управления и использует резуль-
таты, полученные по синтезу оптимальных сис-
тем для линейных [6], а также линейно-
квадратичных [7]–[9] задач. Новый подход к 
проблеме конструирования оптимальных обрат-
ных связей опирается на разработанные ранее 
быстрые методы коррекции программных реше-
ний и бурное развитие вычислительной техники. 
Данную работу можно рассматривать как разви-
тие идей работ [10]–[13], в которых указанные 
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методы оптимального управления были исполь-
зованы для решения задач стабилизации и регу-
лирования. Использованию с целью решения 
задачи осуществления заданных движений ли-
нейно-негладких задач посвящена работа [14]. 

 
1 Постановка задачи 
Пусть поведение динамической системы с 

управлением на промежутке 0t   описывается 
уравнением [14] 

,x Ax bu   0(0)x x   (1.1) 

( ( ) ,nx x t R   ( ) ,u u t R   0;t   
1rank( ,  ,  ,  ) ).nb Ab A b n   

Будем считать, что доступные управления удов-
летворяют неравенству 

| ( ) | ,u t L  0t   (0 ).L    

Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим дви-
жение на фазовой плоскости 

( ),fx x t  0,t        (1.2) 

заданное кусочно-гладкой функцией ( ),fx t  0.t   

Говорят, что движение (1.2) допустимо 
(осуществимо), если существует такое доступное 
управление ( ),fu t  | ( ) | ,fu t L  0,t   что выпол-

няется равенство 
( ) ( ) ( ),f f fx t Ax t bu t   0.t   

Пусть nG R  – область фазового простран-
ства системы (1.1), внутренность которой содер-
жит движение (1.2): ( ) int ,fx t G  0.t   

Определение [14]. Функция 
( ,  ),u u t x  ,x G  0,t         (1.3) 

называется ограниченной дискретной обратной 
связью, осуществляющей движение (1.2) в об-
ласти G, если выполняются условия: 

1) ( ,  ( )) ( ),f fu t x t u t  0;t    

2) | ( ,  ) | ,u t x L  ,x G  0;t   

3) траектория замкнутой системы 
( ,  ),x Ax bu t x   (0) ,x G            (1.4) 

представляет собой непрерывное решение урав-
нения (1.1) с дискретным управлением 

( ) ( ,  ( )),u t u k x k    [ ,  ( 1) [,t k k      (1.5) 
0, 1, ;k    

4) решение ( ),fx t  0,t   замкнутой системы 

(1.4) асимптотически устойчиво в G.  
При этом с точки зрения практики при фак-

тическом построении обратной связи естествен-
но потребовать выполнения следующих свойств: 

5) область притяжения G достаточно большая; 
6) переходные процессы ( ) ( ),fx t x t  ,t   

в замкнутой системе (1.4) являются в некотором 
смысле наилучшими (по отношению к выбран-
ному критерию качества). 

Синтез обратных связей (1.3), обладающих 
перечисленными свойствами, составляет суть 
задачи осуществления движения [14].  

Очевидно, что таким образом определенная 
обратная связь может быть построена многими 
способами. Построение реализации в реальном 
времени обратной связи (1.3) в каждом конкрет-
ном процессе управления (осуществления дви-
жения), т. е. вдоль реализующейся в конкретном 
процессе траектории * ( ),x t  0,t   динамической 

системы, будем вести, используя позиционное 
решение вспомогательной (сопровождающей) 
задачи оптимального управления. 

 
2 Сопровождающая задача оптимального 

управления 
Выберем параметр метода ,  0 ,     и 

целое число 1N  . В классе дискретных управле-
ний вида (1.5) с периодом квантования / :N     

( ) ( ) ,ku t u k u    [ ,  ( 1) [,t k k        (2.1) 

0, 1k N   ( ),N    

рассмотрим вспомогательную задачу оптималь-
ного управления 

 2

 
( ,  ) min ( ( ) ( )) ,fB z u t u t dt



 
     

,x Ax bu   ( ) ,x z   
( ) ( ),fx x        0,               (2.2) 

| ( ) | ,u t L  [ ,  ],t T        

где   – текущий момент времени коррекции 
управления. 

Решение задачи (2.2) можно строить в раз-
личных классах управлений. Известно [15], что 
предельным для нее является класс непрерывных 
кусочно-гладких функций. Здесь, учитывая при-
нятые выше соглашения, эта задача рассматрива-
ется в классе дискретных управлений (2.1). 

Допустимой (дискретной) программой 
( | ,  ),u t z  ,t T  задачи (2.2) называют такую 

дискретную функцию (2.1), которая вместе с со-
ответствующей ей траекторией динамической 
системы удовлетворяет всем ограничениям зада-
чи (2.2). Оптимальной (дискретной) программой 

0 ( | ,  ),u t z  ,t T  задачи (2.2) называют допус-

тимую программу, которая доставляет минимум 
критерию качества задачи. 

Пусть 0 ( | ,  ),u t z  ,t T  – оптимальная 

(дискретная) программа задачи (2.2) для позиции 
( ,  ),z  ( ) nG R    – множество всех векторов 

,nz R  для которых задача (2.2) с фиксирован-
ным   имеет решение. 

Функцию 
0 0( ,  ) ( | ,  ),u z u z     ( ),z G        (2.3) 

,k    0,  1,  2,   ,k    
называют оптимальным стартовым (дискретным) 
управлением типа обратной связи для задачи 
(2.2). В [11]–[13] (для задач стабилизации и регу-
лирования линейных систем) описан алгоритм 
работы регуляторов, которые способны в режиме 
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реального времени строить реализацию 
* 0 *( ) ( ,  ( )),u t u t x t  0,t   

дискретной обратной связи (2.3) для каждой реа-
лизующейся траектории * ( ),x t  0,t   динамиче-

ской системы. 
Построение функции (2.3) в замкнутой 

форме (за исключением тривиальных ситуаций) 
вряд ли возможно. Однако при решении практи-
ческих задач оптимального синтеза можно обой-
тись без этого, если привлечь микропроцессоры 
(на использование которых, как и [11]–[13], ори-
ентирована данная работа). В классе дискретных 
управлений (2.1) задача (2.2) эквивалентна сле-
дующей задаче квадратичного программирова-
ния (горизонт управления [ ,  ],     очевидно, 

можно заменить горизонтом [0,  ]) :  
1

2

0

( ) min,
N

j f
j

u u




                   (2.4) 

1  ( 1)

 
0

( ) ( )  ( ),
N j

j fj
j

F z u F t b dt x
  




        0,   

| | ,ju L  0, 1,j N    

где ,F AF  (0) .F E  И тогда для вычисления 

требуемых значений обратной связи (2.3), не 
зная явного выражения для нее, можно исполь-
зовать метод коррекции близких задач (2.4) с 
помощью двойственного метода квадратичного 
программирования [16]. Очевидно, что в рас-
сматриваемом случае (при использовании дис-
кретной обратной связи) отпадает вопрос о су-
ществовании решения замкнутой системы. 

В качестве дискретной реализации ( ,  ),u t x  

,x G  обратной связи (1.3), осуществляющей 

движение (1.2), и предлагается использовать реа-
лизацию * ( ),u t  0,t   обратной связи (2.3). Не-

трудно показать, что обратная связь  
0( , ) ( ,  ),u t x u t x  ( ),x G t        (2.5) 

решает задачу осуществления движений, т. е. 
удовлетворяет всем требованиям п. 1. 

 
3 Свойства оптимальной обратной связи 

сопровождающей задачи оптимального управ-
ления 

Очевидно, что 
0 ( , ( )) ( , ( )) ( ),f f f fu x u x u        

т. е. ( ),fx   0,   – осуществимое движение: 

( ) ( ),fx x    0;   
| ( , ( )) | ,f fu x L    ( ) ( ),fx G    0.   

По определению дискретной обратной связи, 
замкнутая система (1.4) с обратной связью 

0( , ( )) ( , ( )),fu x u x      0,   
имеет решение при любом  

( ) ( ),fx G    0.   

Используя метод функций Ляпунова, анало-
гично [13] нетрудно показать, что решение 

( ) ( ),fx t x t  0,t   системы (1.4) асимптотически 

устойчиво (при этом ( , ), ( ),B z z G     0,   – 

функция Ляпунова). Очевидно, ( , ) 0;fB x    

( , ) 0B z    при ;fz x  ( , ), ( ),B z z G     0,   – 

непрерывная функция, которая убывает (не воз-
растает) вдоль каждой траектории системы (1.4). 

Таким образом, поскольку выполняются 
требования 1)–4) приведенного выше определе-
ния, обратная связь 0( , ) ( ,  ),u t x u t x  ( ),x G t  

0,t   является обратной связью, осуществляю-

щей движение (1.2) в области .G  

Далее нетрудно показать, что с помощью 
выбора параметра   множество G  можно по-

строить почти совпадающим с областью ,G  т. е. 
для любого 0   найдется такое ,    что в  

 -окрестности множества G  будут содержаться 

все состояния, из которых можно вдоль траекто-
рий системы (1.1) попасть в точку на требуемой 
траектории ( ),fx x t  0,t   с помощью управле-

ний, ограниченных по модулю числом .L  
Качество переходных процессов в замкну-

той системе определяется следующим экстре-
мальным свойством: 

  * 2 0 * 2

 0  0
( ( ) ( )) ( ( | 0,  ) ( )) .f fu t u t dt u t z u t dt

 
     

Последнее неравенство означает, что энергия, 
затрачиваемая на весь переходный процесс осу-
ществления движения (на бесконечном проме-
жутке времени) не превосходит минимальных 
затрат энергии на перевод системы (1.1) из со-
стояния  *(0)x z  в состояние ( )fx   на задан-

ной траектории за время   (здесь * ( ), 0,u t t   – 

реализующееся в конкретном процессе управле-
ние, соответствующее начальному состоянию 

*(0) ).x z  

Таким образом, в некотором смысле выпол-
няются также и требования 5) и 6). 

 
4 Алгоритм работы регулятора 
Пусть известны: начальное состояние 

*
0 0x x  системы (1.1), движение ( ),fx t  0,t   и 

управление ( ),fu t  | ( ) | ,fu t l    0.t   

На начальном промежутке времени [0,  [  

регулятор использует оптимальную (дискрет-
ную) программу 0 *

0( | 0, ),u t x  ,t T  задачи (2.2) 

или, что то же самое, оптимальный план 
0 *

0( (0, ),ju x  0, 1)j N   эквивалентной ей (в вы-

бранном классе управлений) задачи (2.4), соот-
ветствующей позиции *

0(0, ).x  Эта задача может 

содержать лишь априорную информацию, и по-
этому указанный оптимальный план может быть 
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построен заранее, до начала процесса управления 
в момент 0,   не взирая на затраты машинного 
времени (полное решение). Строить решение 
задачи (2.4) можно разными методами. Здесь (с 
целью единообразия алгоритма) этот план пред-
лагается строить с помощью двойственного ме-
тода квадратичного программирования [16], по-
скольку в дальнейшем именно этот метод при-
меняется для коррекции решений близких задач 
(2.4). Управление 

* 0 * 0 * 0 * *
0 0 0 0( ) ( | 0, ) (0 | 0, ) (0, ) (0),u t u t x u x u x u     

[0,  [,t   

подается на вход системы (1.1):  
*( ) ( ),u u    [0,  [,   

и порождает ее состояние * * *
0( ) ( | 0, ).x x x    

Предположим, что для моментов 0,  ,  ,   

( 1)s    регулятором были вычислены значения 

обратной связи * (0),u  * ( ),u    ,  * (( 1) ),u s    

где * 0 *
0( ) ( ,  ( )),u k u k x k     0, 1,k s   и замкну-

тая система (1.4) оказалась в состоянии 
* * * * *

0( ) ( | 1,  ( 1)) ( | 0,  ),x x x x x          .s    
Используя оптимальную программу сопровож-
дающей задачи (2.2), а точнее оптимальный план 
эквивалентной ей в рассматриваемом случае за-
дачи (2.4), для предыдущего момента      

( 1) ,s    перед решением которой система на-

ходилась в состоянии * *( ) (( 1) )x x s        
* *

0(( 1) | 0,  ),x s x    с помощью двойственного 

метода [16] производится коррекция решения 
сопровождающей задачи для нового состояния 

* ( ).x   Указанный метод коррекции используется 

в силу того, что задача (2.4) для двух соседних 
моментов     и   отличается  только началь-

ными условиями * ( )x     и * ( ),x   при этом это 

отличие тем меньше, чем меньше ,  а среди 
всех известных методов решения задач квадра-
тичного программирования именно двойствен-
ный метод является наиболее эффективным ме-
тодом коррекции близких задач. Построив опти-
мальную программу 0 *( | 0,  ( )),u t x s  ,t T  зада-

чи (2.2) – оптимальный план 0 *( (0,  ( )),ju x s  

0, 1)j N   задачи (2.4) для позиции *(0,  ( )),x s  

получаем реализацию  
* 0 * 0 * *

0( ) (0 | 0,  ( )) (0,  ( )) ( ),u t u x s u x s u s       

[0,   [,t   

стартовой обратной связи, которая подается на 
вход системы (1.1) на промежутке времени 
[ ,  ( 1)  [:s s     

*( ) ( ),u u s      [ ,  ( 1)  [.s s     

Если время коррекции решений задачи (2.4) 
при переходе от начального условия * ( )z x     

к начальному условию * ( ),z x   а, значит, и для 

вычисления реализации обратной связи * ( ),u   не 

превосходит времени ,  то говорят о возможно-
сти решения задачи осуществления движения в 
режиме реального времени. Поскольку количе-
ство операций, которые выполняются на каждом 
шаге работы регулятора, можно оценить, то для 
каждой конкретной системы можно подобрать 
такие микропроцессорные устройства, с помо-
щью которых можно реализовать регулятор в 
режиме реального времени. С другой стороны, 
для каждого микропроцессора можно указать 
порядок систем, для которых реализуем указан-
ный режим. 

 
5 Примеры 
Пример 5.1. Рассмотрим систему управле-

ния [14] 
.x x u   

Введя обозначения 1 ,x x  2 ,x x   получим сис-

тему двух уравнений: 1 2 ,x x  2 1 ,x x u    т. е. 

систему вида (1.1). Эта система при выключен-
ном управлении: ( ) 0,u t   0,t   имеет периоди-

ческие движения для любых начальных состоя-
ний. Однако эти решения не являются предель-
ными циклами. Рассмотрим одно такое движение: 

2 2( ) ( ) 1,x t x t   0,t       (5.1) 

и построим обратную связь (2.5), с которой 
замкнутая система 

( ,  )x x u t x        (5.2) 

имеет периодическое решение (5.1) в качестве 
асимптотически устойчивого предельного цикла. 

Алгоритм работы регулятора программно 
реализован на языке С, работоспособность про-
граммы проверена на описанном примере. Были 
построены регуляторы для двух наборов пара-
метров сопровождающей задачи (2.4): 

1) 1,   0.04,   4;L    
2) 1,   0.04,   2;L    

( ) 0,fu t   0.t    
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Рисунок 5.1 – Фазовые траектории замкнутой 

системы 
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Первый набор параметров был использован 
для следующих начальных условий динамиче-
ской системы: 0 ( 2,  0),x    0 (2,  0),x   второй – 

для условий 0 ( 0.5,  0),x    0 (0.5,  0).x   

На рисунке 5.1 представлены фазовые тра-
ектории замкнутой системы (5.2) для указанных 
начальных состояний и соответствующих им 
параметров вспомогательной задачи. 

Пример 5.2. Рассмотрим систему управления 

1 2 ,x x u   2 2 ,x x u         (5.3) 

которая при выключенном управлении имеет 
периодические движения, среди которых нет 
следующего движения [14] 

2 2
1 2( 2) ( 2) 1.x x         (5.4) 
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Рисунок 5.2 – Фазовые траектории для основного 

набора параметров 
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Рисунок 5.3 – Случай граничного значения 

управления 

С помощью решения вспомогательной за-
дачи (2.4) с параметрами: 5,   0.2,   3,L   и 
осуществляющим заданное движение управле-
нием ( ) 2,fu t    0,t   была построена обратная 

связь, после замыкания которой системы (5.3) 
движение (5.4) стало устойчивым предельным 
циклом. Фазовые траектории замкнутой системы 
при следующем наборе начальных значений: 

0 (2,  4),x   0 (2, 0),x   0 (2, 2.5),x   0 (2,  1.5),x   

представлены на рисунке 5.2. 
Эта же задача испытывалась также в случае, 

когда 2fu    является граничным значением в 

геометрических ограничениях сопровождающей 
задачи ( 2)L  . Результаты представлены на ри-

сунке 5.3. 
 

Заключение 
В работе описан способ применения мето-

дов оптимального управления с привлечением 
современных средств вычислительной техники 
для решения одной из задач классической теории 
регулирования – задачи осуществления движе-
ний, которая более полвека назад (наряду с дру-
гими подобными задачами) послужила толчком к 
созданию теории оптимального управления. По-
строенные регуляторы способны в режиме ре-
ального времени вычислять текущие значения 
обратных связей, которые обеспечивают не 
только устойчивое осуществление движений, но 
и высокое качество переходных процессов. 
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