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В работе предложена конструкция композиционных формаций, включающая в себя в виде частных случаев формации 
квази- F -групп, с-сверхразрешимых групп и ранговые формации. Описана структура групп из введенных формаций. В 

качестве частных случаев получен ряд результатов различных авторов. Также для предложенных формаций исследо-
ван вопрос Л.А. Шеметкова о пересечении F -максимальных подгрупп и F -гиперцентре.  
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Введение 
Рассматриваются только конечные груп-

пы. Через G, p и X  в данной работе обозначают-
ся группа, простое число и класс групп соответ-
ственно.  

Одним из важных направлений в современ-
ной теории групп является построение классов 
групп (формаций, классов Фиттинга, классов 
Шунка и т. д.) и изучение свойств всех групп в 
данном классе.  

Напомним, что формацией называется класс 
групп X  обладающий следующими свойствами: 

(a) всякий гомоморфный образ X -группы явля-
ется X -группой  и  (b)  если G M  и G N  –  
X -группы, то ( )G M N   X   

Одним из важнейших видов формаций яв-
ляются локальные формации. Напомним, что 
функция вида {формации}f    называется 

формационной функцией и формация F  называ-
ется локальной [1], если  

( ( ) ( )GG G C H f p   F  для любых ( )p H  

и главного фактора H  группы G)  
для некоторой формационной функции f. В этом 
случае f называется локальным экраном форма-
ции F  По известной теореме Гашюца – Люби-
зедер – Шмида, формация является локальной 

тогда и только тогда, когда она непуста и насы-
щена, т. е. из ( )G G  F  всегда следует, что 

G F  где ( )G  – подгруппа Фраттини группы 

G  Классы всех единичных E  нильпотентных 

N  метанильпотентных 2 N  сверхразрешимых 

U  и разрешимых S  групп являются примерами 
локальных формаций.  

Наибольшее применение локальные форма-
ции находят в теории разрешимых групп. Отме-
тим еще один интересный вид формаций разре-
шимых групп. Пусть N  – главный фактор груп-

пы G. Тогда 1 nN N … N    где iN  – изоморф-

ные простые группы. Число ( )n r N G   называ-

ется рангом N  в G. Ранговой функцией R [1, VII, 
определение 2.3] называется отображение, ста-
вящее в соответствие каждому простому числу p 
множество ( )R p  натуральных чисел. Со всякой 

ранговой функцией связан класс групп  
( ) (R G  E S  для любого p  ранг всякого 

главного p-фактора G  лежит в ( )).R p  

Отметим, что ( )RE  – формация. Хайнекен [2] и 

Харман [3] описали все ранговые функции R для 
которых формация ( )RE  локальна. Аналогичные 

вопросы для формаций неполной характеристики 
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изучались Хуппертом [4], Кохлером [5] и Харма-
ном [3]. Хабрел и Хайнекен [6] описали все ран-
говые функции R, для которых ( )RE  является 

формацией Фиттинга.  
Функция вида {0} {формации}f     на-

зывается композиционным экраном. Напомним 
[7, c. 4], что формация F  называется композици-
онной или Бэр-локальной, если  

( (0)G G G f   SF  и ( ) ( )GG C H f p   
для любого абелевого главного p-фактора H  

группы G)  
для некоторого композиционного экрана f. Фор-
мация является композиционной (Бэр-локальной) 
[1, IV, теорема 4.17] тогда и только тогда, когда 
она разрешимо насыщена, т. e. из ( )G G  S F  

всегда следует, что G F  где GS  – разрешимый 

радикал группы G. 
Заметим, что локальная формация является 

композиционной. Обратное утверждение невер-
но. Примером нелокальной композиционной 
формации служит класс N  всех квазинильпо-
тентных групп, введенный Бендером [8].  

Напомним, что главный фактор H  группы 
G называется X -центральным в G  если 

( )GH G C H  X  (см. [9, c. 127–128]), иначе он 

называется X -эксцентральным. Через ( )Z GX  

обозначается X -гиперцентр группы G – наи-
большая нормальная подгруппа группы G  такая, 
что всякий её G-композиционный фактор X -цен-
трален в G  Если  X N  то ( ) ( )Z G Z GN  – 

гиперцентр группы G  Отметим, что если F  – 
композиционная формация, то из [7, 1, теорема 
2.6] следует, что  

( ( ) )G Z G G   FF  

Определение композиционной формации F  в 
общем случае дает мало информации о действии 
F -группы G на ее неабелевых главных факто-
рах. Ввиду этого, несколько семейств компози-
ционных формаций были введены с помощью 
уточнения действия F -группы на ее неабелевых 
главных факторах. Например, в [10], [11] Гуо и 
Скиба ввели класс F  всех квази-F -групп для 
насыщенной формации F   

(G  F  для любых F -эксцентрального 

главного фактора H  и x G   x индуцирует 

внутренний автоморфизм на ).H  

Если N F  – нормально наследственная насы-

щенная формация, то F  – нормально наследст-
венная разрешимо насыщенная формация по [10, 
теорема 2.6].  

Еще одним примером нелокальной компо-
зиционной формации служит класс всех с-сверх-
разрешимых групп, введенный Ведерниковым в 

[12]. Напомним, что группа называется с-сверх-
разрешимой (SC-группой в терминологии Робин-
сона [13]), если всякий ее главный фактор – про-
стая группа. Согласно [14], группа G называется 

cI -сверхразрешимой,  если  всякий  главный  
I -фактор группы G  является простой группой, 
где I  – некоторый класс простых групп. В [14] 
аналогичная идея была применена к некоторым 
другим классом групп. Произведения групп из 
получившихся классов изучались в [14], [15]. В 
работе [16] был введен класс caF  всех ca-F -

групп:  
(ca G F  абелевые главные факторы G 

F -центральны, а остальные главные факторы – 
простые группы).  

Класс caF  изучался в работах [16], [17], где F  – 

насыщенная формация, в частности, этот класс – 
композиционная формация.  

Используются стандартные обозначения и 
терминология из [1], [7]. Напомним, что через 
GF  обозначается F -корадикал группы G  для 

формации F  ( )G  – множество простых дели-

телей G   ( ) ( )
G

G


   
X

X  

( ( ) )p pG G O G   N F F  

является формацией для формации F  F( )G  опре-

деляется из F( ) ( ) ( ( ))G G Soc G G       nN S  – 

естественное сплетение группы N с симметриче-
ской группой nS  степени n. Через EF  будем 

обозначать класс групп, все композиционные 
факторы которых принадлежат F   
 

1 Конструкция обобщенно ранговых фор-
маций 

В данной работе мы обобщаем конструкции 
квази-F -групп, ca-F -групп, cI -сверхразреши-
мых групп и классов групп, определяемых ран-
говыми функциями, в смысле следующего опре-
деления.  

Определение 1.1. (1) Обобщенная ранговая 
функция   – отображение, определенное на 
прямых произведениях изоморфных простых 
групп следующим образом:  

(а)   ставит в соответствие каждой про-
стой группе S пару ( ) ( ( ) ( ))S A S B S    воз-

можно пустых непересекающихся множеств 
( )A S  и ( )B S  натуральных чисел.  

(b) Если N  – прямое произведение простых 
изоморфных S  групп, то ( ) ( )N S     

(2) Пусть N  – главный фактор G. Будем го-

ворить, что обобщенный ранг N  в G лежит в ( )N  

(кратко ( ) ( ))gr N G N    если ( ) ( )r N G A N    

или ( ) ( )r N G B N    и, если x G  фиксирует 

композиционный фактор H K  в N  (т. е. 
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xH H  и ),xK K  то x  индуцирует внутрен-

ний автоморфизм на нем.  
(3) С каждыми обобщенно ранговой функ-

цией   и классом групп X  мы связываем класс 
групп  

( ) ( иG H  X X  
( ) ( )gr H G H   для любого X -эксцентраль-

ного главного фактора H  группы G). 
Пример 1.1. Многие из отмеченных выше 

формаций являются частными случаями этой 
конструкции:  

1. Пусть (1) E  Предположим, что 

( ) ({1} )H     если H  абелева и ( )H   

( )   в противном случае. Тогда ( )  E U   

2. Если ( ) ({1} )H     то ( )E   – класс 

cU  всех c-сверхразрешимых групп.  

3. Пусть I  – класс простых групп. Если 
( ) ({1} )H    для H I  и ( ) ( )H     в 

противном случае, то ( )E   – класс всех cI -сверх-

разрешимых групп.  
4. Предположим, что ( ) ( ( ) )H A H    

если H  абелева и ( ) ( )H    в противном 

случае. Тогда   – ранговая функция.  
5. Пусть ( ) ( {1})H     если H  абелева и 

( ) ( )H    в противном случае. Тогда ( )  E N  

6. Если ( ) ( {1})H     то ( )  E N   

7. Предположим, что ( ) ( {1})H     если 

H  абелева и ( ) ({1} )H    в противном слу-

чае. Тогда ( ) ca E N   

8. Пусть N F  – нормально наследственная 

насыщенная формация. Если ( ) ( {1})H     то 

( ) F F  (см. доказательства следствия 1.1.3).  

9. Пусть F S  – нормально наследствен-

ная насыщенная формация, ( ) ( )H    для 

абелевых H  F  и ( ) ({1} )H    для неабеле-

вых H   Тогда ( ) .caF F  

Напомним, что всякая непустая композици-
онная формация F  имеет единственный компо-
зиционный экран F такой, что 

( ) ( )pF p F p N F  
для всех простых p и (0)F  F  [7, 1, теорема 

1.6]. В этом случае F называется максимальным 
внутренним композиционным экраном F   

Будем называть обобщенную ранговую 
функцию   (соответственно, сильно) наследст-
венной, если для любой простой группы S вы-
полняется:  

(a) из ( )a A S   всегда следует, что 

( )b A S   для любого натурального b a  (соот-

ветственно, );b a  

(b) из ( )a B S   всегда следует, что 

( ) ( )b A S B S    (соответственно, ( ))b B S   

для любого натурального b a  (соответственно, 

)b a    

Теорема 1.1. Пусть N F  – композицион-
ная формация с максимальным внутренним ком-
позиционным экраном F  и   – обобщенная 
ранговая функция. Тогда 

(1) ( )F   – композиционная формация с 

максимальным внутренним композиционным 
экраном F  таким, что (0) ( )F  F   и 

( ) ( )F p F p  для всех p    

(2) Если F  нормально наследственна и   –
наследственная обобщенная ранговая функция, 
то ( )F   также нормально наследственна.  

Следствие 1.1.1 [18, теорема 1]. Класс cU  – 

композиционная формация с максимальным 
внутренним композиционным экраном h таким, 
что ( ) ( 1)ph p p N A  для любого простого p  и 

(0) ch  U   

В работе [19] был введен класс wU  всех 
расширенно сверхразрешимых групп. Данный 
класс является наследственной насыщенной 
формацией разрешимых групп. Напомним [20], 
что группа называется расширенно с-сверхразре-
шимой, если её абелевые факторы wU -цент-
ральны, а оставшиеся – простые группы.  

Следствие 1.1.2 [20, теорема A]. Класс cwU  

всех расширенно c-сверхразрешимых групп – 
нормально наследственная композиционная 
формация с максимальным внутренним компо-
зиционным экраном h, таким, что 

( ) ( ( 1))p ph p G G w p    N U N   
для любого простого p  и (0) cwh  U   

Следствие 1.1.3 [10, теорема 2.6]. Для лю-
бой насыщенной формации F  содержащей все 
нильпотентные группы, с максимальным внут-
ренним локальным экраном F, формация F  яв-
ляется композиционной с максимальным внут-
ренним композиционным экраном F    где  

( ) ( )F p F p   для любого простого p и (0)F   F  

Более того, если формация F  нормально наслед-

ственна, то F  также нормально наследствена.  
При доказательстве теоремы 1.1 нам пона-

добятся следующие леммы:  
Лемма 1.1. Пусть H K  и M N  – G-изо-

морфные главные факторы группы G   
(a) Тогда они имеют одинаковый обобщен-

ный главный ранг.  
(b) [7, 1, лемма 1.4] 

( ) ( )G GH K G C H K M N G C M N         

Доказательство. Пусть H K M N      – 
G-изоморфизм.  Так  как  H K  и M N  – 
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изоморфные группы, то они имеют одинаковый 
ранг. Предположим, что x G  фиксирует ком-
позиционный фактор A B  группы H K  и ин-
дуцирует внутренний автоморфизм aB  на нем. 
Заметим, что ( )A B   – композиционный фактор 

M N   Из ( ) ( ) ( )x xA B A B A B         следу-

ет, что x  фиксирует ( )A B   и достаточно легко 

проверить, что x  индуцирует внутренний авто-

морфизм ( )aB  на нем. Так как 1  также явля-

ется G-изоморфизмом, можно сделать вывод, что 
H K  и M N  имеют одинаковые обобщенные 
ранги.                                                                        

Лемма 1.2 [7, 1, предложение 1.15]. Пусть 
H  – главный фактор группы G   

(1) Если F  – композиционная формация и F – 
её максимальный внутренний композиционный 
экран, то H  F -централен тогда и только то-

гда, когда ( ) ( )GG C H F p   для всех ( )p H   в 

случае абелевого ,H  и ( )GG C H  F  когда H  

неабелевый.  
(2) Если F  – локальная формация и F  – её 

максимальный внутренний локальный экран, то 
H  F -централен тогда и только тогда, когда 

( ) ( )GG C H F p   для всех ( )p H    

Следующая лемма следует из [7, 1, теорема 
2.6]. 

Лемма 1.3. Пусть F  – композиционная 

формация. Тогда ( ( ))G G Z G   FF   

Напомним, что через ( )pC G  обозначается 

пересечение всех централизаторов абелевых 
главных p-факторов G ( ( )pC G G  когда G не 

имеет таких факторов). Пусть f – композицион-
ный экран композиционной формации F  Извест-

но, что ( | / (0)G G G f SF  и ( ) ( )pG C G f p   

для всех ( )p G  таких, что G имеет абелевый 

главный p-фактор).  
Лемма 1.4 [21, X, 13.16 (a)]. Предположим, 

что 1 nG G … G     где всякая iG  – простая 

неабелевая подгруппа группы G и i jG G  для 

i j   Тогда всякая субнормальная подгруппа H 

группы G – прямое произведение некоторых iG    
Следующая лемма напрямую вытекает из 

предыдущей. 
Лемма 1.5. Пусть нормальная подгруппа N 

группы G является прямым произведением изо-
морфных простых неабелевых групп. Тогда N – 
прямое произведение минимальных нормальных 
подгрупп группы G.  

Доказательство теоремы 1.1. (1) Из (b) и 
(c) теорем об изоморфизмах [1] и леммы 1.1 сле-
дует, что ( )X   – формация для любого класса 

групп X  Тогда ( )F   – формация. Пусть 

( )CLF F H    

Предположим, что \ ( )  H F   Выберем 

группу G  минимального порядка из \ ( )H F   

Так как ( )F   – формация, G  имеет единствен-

ную минимальную нормальную подгруппу N и 
( )G N  F    

Предположим, что N абелева. Тогда она яв-
ляется p-группой. Так как N H -центральна в G  

по лемме 1.3, ( ) ( )GG C N F p    по лемме 1.2. 

Из ( ) ( )F p F p  и леммы 1.2 следует, что N  – 

F -центральный главный фактор G. Тогда 

( )G F   противоречие.  

Значит, N неабелева. Заметим, что ( )GG C NS  

по [7, 1, предложение 1.5]. Тогда 
( ) (0) ( )GG G C N F    F   

противоречие. Значит, ( ) H F    

Предположим, что ( ) \  F H  Выберем 

группу G  минимального порядка из ( ) \ F H  

Так как H  – формация, G  имеет единственную 
минимальную нормальную подгруппу N  и 
G N  H   

Если N  абелева, то ( ) ( )GG C N F p   для 

некоторого p по леммам 1.2 и 1.3. Из 
( ) ( )F p F p  и леммы 1.2 следует, что N H -

центральна в G  Итак, G H  противоречие.  
Значит, N неабелева. Следовательно, 
1G  S  Тогда ( ) (0)G G G F   S F   Заме-

тим, что ( )pN C G  для всех простых p  По-

этому ( ) ( )p pC G N C G N     Из G N H  сле-

дует, что ( ) ( ) ( ) ( )p pG C G G N C G N F p       

для любого p такого, что G имеет абелевый глав-
ный p-фактор. Следовательно, G H  противо-

речие. Значит, ( )  F H  Итак, ( )  F H   

(2) Пусть F – максимальный композицион-
ный экран формации F  G – F -группа, 

0 11 nN N … N N G      – часть главного 

ряда группы G  находящаяся ниже N  и H K  – 

главный фактор N  такой, что 1i iN K H N     

для некоторого i. 
Если 1i iN N    F  то эта секция неабелева. 

Согласно лемме 1.5, 1i iN N   – прямое произве-

дение минимальных нормальных подгрупп 

1iN N    Пусть группа 1iL N   – одна из них и 

1 1iL N   – её простой прямой множитель. Заме-

тим, что 1 1 1( / , ) : ( / ) ,i i G ir N N G G N L N    

1 1 1 1( ) ( )G i N iN L N N N L N      

и 1 1( )N iG N L N      – делитель 1 1( )G iG N L N      
по [22, §1, лемма 1]. Значит, 1( )ir L N N   делит 

1( )i ir N N G   и любой композиционный фактор 
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группы 1iL N   является и композиционным 

фактором 1i iN N    Так как   – наследственная 

обобщенная ранговая функция, 

1 1( ) ( )i igr L N N L N      
для любого главного фактора 1iL N   группы N  

между 1iN   и iN    
Если фактор 1i iN N   F  то он F -центра-

лен в G  Заметим, что H K  F   

Предположим, что 1i iN N   абелев. Тогда 

1( ) ( )G i iG C N N F p    для некоторого p  по 

лемме 1.2. Заметим, что ( )F p  – нормально на-

следственная формация по [1, IV, предложение 
3.16]. Так как  

1 1 1( ) ( ) ( )G i i G i i G i iNC N N C N N G C N N         

понятно, что  

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )
G i i G i i

N i i

NC N N C N N

N C N N F p
 



  
   




 

Из 1( ) ( )N i i NC N N C H K    следует, что 

( )NN C H K   – фактор группа группы 

1( )N i iN C N N     Значит, ( ) ( )NN C H K F p     
Следовательно, H K  – F -центральный глав-
ный фактор N по лемме 1.2.  

Предположим, что 1i iN N   неабелева. То-

гда 1( )G i iG C N N   F  по лемме 1.2. Значит, 

1 1( ) ( )G i i G i iNC N N C N N     F  Аналогично 

предыдущему абзацу, ( )NN C H K   F  Тогда 

H K  – F -центральный главный фактор N  по 
лемме 1.2.  

Таким образом, всякий главный F -фактор 

группы N F -централен и ( ) ( )gr H N H   для 

любого другого главного фактора H  группы N по 
теореме Жордана – Гёльдера. Итак, ( ).N F      

Доказательства следствий 1.1.1, 1.1.2 и 1.1.3. 
Напомним, что всякая локальная формация явля-
ется композиционной. Известно, что если F – 
максимальный внутренний локальный экран ло-
кальной формации F  то D  – максимальный 
внутренний композиционный экран F  где 

(0)D  F  и ( ) ( )F p D p  для всех простых p   
Пусть ( ) ({1} )H     Тогда   наследст-

вена H. Напомним, что классы всех сверхразре-
шимых и расширенно сверхразрешимых групп 
являются наследственными локальными форма-
циями с максимальными внутренними локаль-
ными экранами ( ) ( 1)pF p p N A  и 

( ) ( ( 1))p pD p G G w p    N U N   
[20, лемма 3.2] для любого простого p соответст-
венно. Заметим, что ( )c U U   and ( )cw w U U   

Ввиду этого, следствия 1.1.1 и 1.1.2 напрямую 
вытекают из теоремы 1.1.  

Пусть ( ) ( {1})H    и F  – наследствен-

ная локальная формация. Отметим, что   на-

следствена H. Пусть H F  – F -эксцентральный 

главный фактор F -группы G  Заметим, что 

( ) 1r H G   и ( )GH G C H  – фактор-группа 

группы H H  F  Итак, H  F -централен в G  
противоречие. Значит, ( )  F F  Ввиду выше-

изложенного, следствие 1.1.3 напрямую вытекает 
из теоремы 1.1.                                                         
 

2 Структура ( )F  -группы 

Целью этого раздела является получение 
характеризаций ( )F  -групп.  

Определение 2.1. Пусть ( )Z G n  F  – наи-

большая нормальная подгруппа группы G такая, 
что H   F  ( )r H G n   и ( ) ( )gr H G H   для 

любого её G-композиционного F -эксцентраль-

ного в G  фактора H    
Пусть C  – множество и   – обобщенная 

ранговая функция. Будем говорить, что 
( )H C   если ( ) ( )A H B H C     Под 

( )H C  будем подразумевать 

( ( ) ( ) )A H C B H C      

Замечание 2.1. (1) Пусть N  и M  – нор-
мальные подгруппы группы G  Согласно п. (b) 
теорем об изоморфизмах [1] всякий G-компо-
зиционный фактор NM  G-изоморфен некоторо-
му G-композиционному фактору группы N  или 
группы M   Следовательно, ( )Z G n  F  суще-

ствует в любой группе по лемме 1.1.  
(2) Очевидно, что ( )GF   тогда и только 

тогда, когда ( 0)G Z G    F   

(3) Если ( ) [0 1]S    для любой простой 

группы S  то ( ) ( )Z G n Z G    FF  для 1n     
Теорема 2.1. Пусть F  – композиционная 

формация, содержащая все нильпотентные 
группы, которая наряду со всякой своей группой 
содержит и все ее композиционные факторы. 
Если   – обобщенная ранговая функция, то 
следующие утверждения эквивалентны:  

(1) G – ( )F  -группа.  

(2) Если ( 4)Z Z G    F  то  

( ) ( ) [1 4]gr N Z G N Z       
для любой минимальной нормальной подгруппы 
N Z  группы G Z  и ( ) ( )G Z Soc G Z    – раз-

решимая F -группа.  
(3) Верны следующие утверждения:  
(a) EG G F F   

(b) Если N G  и N G F  то 

( ) ( )EG N Z G N   F F

F  
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(c) Пусть n – наименьшее число, такое, что 
найдётся простая не-F -секция в 1nS   и 

( )T G Z G n     F F  Тогда ( )G T Soc G T  F  

и / ,N T F  ( )r N T G n    и 

( ) ( )gr N T G N T     
для любой минимальной нормальной подгруппы 
N T  группы G T  из G T F   

Напомним [7, c. 13], что группа называется 
полупростой, если она или единична, или явля-
ется прямым произведением простых неабелевых 
групп.  

Следствие 2.1.1 [21, X, теорема 13.6]. Груп-
па G квазинильпотентна тогда и только тогда, 
когда ( )G Z G  полупроста.  

Следствие 2.1.2 [10, теорема 2.8]. Пусть F  – 
нормально наследственная локальная формация, 
содержащая все нильпотентные группы. Группа 
G является квази-F -группой тогда и только 

тогда, когда ( )G Z G F  полупроста.  

Следствие 2.1.3 [17, теорема А]. Пусть F  – 
локальная формация разрешимых групп, содер-
жащая все нильпотентные группы. Тогда и 
только тогда caG F  когда ,G GF S  

( ) ( )Z G Z GF

F  и ( )G Z GF F  – прямое произве-

дение G-допустимых простых неабелевых групп.  
Следствие 2.1.4 [13, предложение 2.4]. 

Группа G является c-сверхразрешимой тогда и 
только тогда, когда найдётся совершенная нор-
мальная подгруппа D  такая, что G D  сверх-
разрешима, ( )D Z D  – прямое произведение 

G-допустимых простых неабелевых групп и 
( )Z D  сверхразрешимо вложена в G   

Следствие 2.1.5 [20, теорема В]. Группа G 
является расширенно c-сверхразрешимой тогда 
и только тогда, когда  

,wG GU S  ( ) ( )w
wZ G Z GU

U  

и ( )w wG Z GU U  – прямое произведение G-допус-

тимых простых неабелевых групп.  
 

3 О пересечении ( )F  -максимальных 

подгрупп 
Напомним [1, c. 288], что подгруппа U 

группы G называется X -максимальной в G  ес-

ли (a) U  X  и (b) из U V G   и V X  следу-

ет, что U V   Пересечение всех X -максималь-
ных подгрупп группы G обозначается через 
Int ( ).GX  

Заметим, что пересечение максимальных 
абелевых подгрупп группы G совпадает с цен-
тром G. Согласно Бэру [22], пересечение мак-
симальных нильпотентных подгрупп G совпа-
дает с гиперцентром G. В [23, пример 5.17] по-
казано, что пересечение максимальных сверх-
разрешимых подгрупп может не совпадать со 

сверхразрешимым гиперцентром. В 1995 году на 
Гомельском алгебраическом семинаре Л.А. Ше-
метков задал вопрос: «Для каких нормально на-
следственных разрешимо насыщенных форма-
ций F  равенство Int ( ) ( )G Z GF F  верно для лю-

бой группы G»? 
Отвечая на вопрос Л.А. Шеметкова А.Н. Ски-

ба [23] (в разрешимом случае Дж. Бейдлеман и 
Г. Хайнекен [24]) описал все наследственные 
насыщенные формации ,F  для которых равенст-

во Int ( ) ( )G Z GF F  верно для любой группы G. 

Автор исследовал этот вопрос для формаций ква-
зи-F -групп [25]. В этом разделе этот вопрос бу-

дет исследован для ( )F  -групп. 

Теорема 3.1. Пусть F  – наследственная 
насыщенная формация, содержащая все ниль-
потентные группы, m – натуральное число, та-
кое, что { | } ,q q m  G F    – сильно наследст-

венная обобщенная ранговая функция, такая, 
что ( ) [0 ]N m   для любой простой группы N. 

Следующие условия эквивалентны:  
(1) ( ) Int ( )Z G GF F  верно для любой группы G и 

1 (Out( )m
n nG S G    F  – простая группа и 

( ))n A G  F  

(2) ( ) ( )( ) Int ( )Z G GF F   верно для любой 

группы G.  
Следствие 3.1.1 [25, теорема 1]. Пусть F  – 

наследственная насыщенная формация, содер-
жащая все нильпотентные группы. Тогда и 
только тогда Int ( ) ( )G Z GF F  верно для любой 

группы G, когда *Int ( ) ( )G Z G
F F

 верно для лю-

бой группы G.  
Следствие 3.1.2. Пусть   – сильно на-

следственная обобщенная ранговая функция. 
Тогда и только тогда ( )( ) ( ) ( )IntRZ G G NN  вер-

но для любой группы G, когда для любой простой 
неабелевой группы N выполняется:  

(1) ( ) [0 2]N      

(2) если 1 ( )A N   то Out( )N  нильпотентна; 

(3) если 2 ( )A N   то Out( )N  является 

2-группой.  
Пример 3.1. Пусть 1F  и 2F  – классы групп, 

абелевые главные факторы которых центральны, 
а неабелевые – произвольны и прямые произве-
дения не более 2 знакопеременных групп соот-
ветственно. Тогда равенства *( ) Int ( )Z G G 

N N
 и 

2
( )Z G F 2

Int ( )GF  верны для любой группы G и 

найдутся группы 1G  и 2G  такие, что 

1 1( ) Int ( )
ca ca

Z G GN N  и 
1 12 2( ) Int ( )Z G G F F  

Важно отметить, что если 

( ) ( )( ) Int ( )Z G GF F   
верно для любой группы G, то   ограничена:  
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Теорема 3.2. Пусть F  – наследственная 
насыщенная формация, содержащая все ниль-
потентные группы, и   – сильно наследствен-
ная обобщенная ранговая функция.  

(1) Предположим, что 

( ) ( )( ) Int ( )Z G GF F   
верно для любой группы G  Пусть  

1
( ) и ( ) ( )

min max{ 1
G F G F G

C M M
 

     
F

 

максимальная подгруппа G}. 
Тогда 1( ) [0 ]S C   для любой простой группы 

S   F   
(2) Пусть  

2 { }max{ }q q mC m       G F  

Если 2( ) [0 ]S C   для любой простой группы 

S   F  то ( ) ( )gr H G H   для любого G-ком-

позиционного фактора H  F  ниже ( )Int ( )G F    
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