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В.И. Зенков поставил в Коуровскую тетрадь проблему 19.109: верно ли, что в конечной простой неабелевой группе G 
все максимальные подгруппы холловы тогда и только тогда, когда любая вторая максимальная подгруппа группы G 
является пронормальной в G? В настоящей работе показано, что данная проблема решается отрицательно.  
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V.I. Zenkov put in the Kourovskaya notebook the following problem 19.109: is it true that in a non-abelian finite simple group 
G all maximal subgroups are Hall subgroups if and only if every second maximal subgroup is pronormal in G? This paper 
shows that this problem is solved negatively.  
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Введение  
Пусть G – конечная простая неабелева груп-

па. В.И. Зенков поставил в Коуровскую тетрадь 
[1] проблему 19.109: верно ли, что любая макси-
мальная подгруппа в группе G холлова тогда и 
только тогда, когда любая вторая максимальная 
подгруппа группы G является пронормальной в G? 

В работе показывается, что данная пробле-
ма решается отрицательно.  

Приведем следующие хорошо известные 
определения.  

Определение 0.1. Пусть G – конечная груп-
па и H – подгруппа в G. Подгруппа H называется 
пронормальной в группе G, если для всякого 
g G  подгруппы H и gH  сопряжены в порож-

дении gH H      
Определение 0.2. Если подгруппа H являет-

ся максимальной в некоторой максимальной под-
группе группы G, то H называется второй мак-
симальной подгруппой.  

Строение конечной группы существенно за-
висит от строения ее вторых максимальных под-
групп и способа их вложения в группу. Хупперт 
в [2] показал, что если в конечной группе G все 
вторые максимальные подгруппы нормальны в 
G, то G является сверхразрешимой группой. 
Судзуки [3] и Янко [4] доказали, что если в не-
разрешимой группе все вторые максимальные 
подгруппы нильпотентны, то она изоморфна 

2 (5)PSL  или 2 (5)SL   Разрешимый случай был 

изучен В.А. Белоноговым [5]. В.С. Монахов и 
В.Н. Княгина [6] установили, что если всякая вто-
рая максимальная подгруппа группы G является 

 -субнормальной в G, то любая собственная 
подгруппа в G сверхразрешима.  

В работе [7] показано, что имеются в точно-
сти три простых неабелевых группы, в которых 
все максимальные подгруппы холловы: 2 (7)PSL   

2 (11)PSL  и 5 (2)PSL   Непростые группы с холло-

выми максимальными подгруппами хорошо изу-
чены в [8], [9]. 

Ранее автор установил следующий резуль-
тат, анонсированный в [1].  

Теорема 0.3. Пусть 11
2 (2 )G SL   тогда 

любая вторая максимальная подгруппа группы G 
является пронормальной в G.  

Так как группа 11
2 (2 )SL  имеет максималь-

ные подгруппы, не являющиеся холловыми, то 
проблема В.И. Зенкова решается отрицательно.  

Контрпример, указанный в теореме 0.3, не 
является единственным. Серия таких контрпри-
меров приводится в следующей теореме.  

Теорема 0.4. Пусть 2 (2 )pG SL   где 11 p  – 

простое число. Если 2 1p   не является простым 
числом Ферма, то любая вторая максимальная 
подгруппа группы G будет пронормальной в G.  

Мы приведем полное доказательство обоих, 
указанных выше результатов.  
 

1 Вспомогательные результаты   
Все группы предполагаются конечными. 

Определения и обозначения стандартны, их 
можно найти в [10] и [11]. [A]B – полупрямое 
произведение групп A и B, где A нормальна в 
[A]B и 1A B    Если m  и n  – натуральные 
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числа, то ( )m n  – их наибольший общий дели-

тель. n
pZ  – прямое произведение n сомножите-

лей, каждый из которых изоморфен группе pZ   
Пусть   – некоторое множество различных про-
стых делителей порядка группы G. Будем гово-
рить, что группа G обладает свойством D  (яв-

ляется D -группой), если она содержит холлову 

 -подгруппу, все холловы  -подгруппы сопря-
жены в G и любая  -подгруппа содержится в 
некоторой холловой  -подгруппе группы G. 
Множество всех холловых  -подгрупп группы 
G обозначается ( )Hall G   Через nA  и nS  будем 

обозначать знакопеременную и симметрическую 
группы подстановок соответственно.  

Приведем вспомогательные результаты, ко-
торые будут использоваться при доказательстве 
теоремы 0.3 и теоремы 0.4.  

Лемма 1.1 [11, теорема II.8.27]. Группа 
(2 )fPSL p  обладает только следующими под-

группами:  
(1) Элементарная абелева p-группа.  
(2) Циклическая группа порядка z, где z де-

лит 1fp
k
  и ( 1 2)fk p      

(3) Диэдр порядка 2z, где z как в (2).  
(4) Знакопеременная группа 4A  для 2p   

или 2p   и  0 mod5f     

(5) Симметрическая группа 4S  для 

 2 1 0 mod16fp     

(6) Знакопеременная группа 5A  для 5p   

или  2 1 0 mod5fp      
(7) Полупрямое произведение элементарной 

абелевой группы порядка mp  с циклической груп-

пой порядка t, где t делит 1mp   и t делит 1fp     

(8) Группы (2 )mPSL p  когда m делит f и 

(2 )mPGL p  когда 2m  делит f.  

Лемма 1.2. Пусть m – нечетное натураль-
ное число. Тогда (2 1 5) 1m       

Доказательство. Имеют место следующие 
сравнения:  12 2 mod 5    32 3 mod 5   

 52 2 mod5    72 3 mod 5    92 2 mod5   

 112 3 mod5   Таким образом, при 11m   име-

ем, что 2 2 3(mod5)m      
Пусть для некоторого нечетного k > 11 имеет 

место сравнение  2 2 3 mod5k     Возможны случаи:  

1.  2 2 mod5k    Тогда 

 22 4 2 4(5 2) 5(4 1) 3 3 mod5k k t t           

2.  2 3 mod 5k    Тогда 

 22 4 2 4(5 3) 10(2 1) 2 2 mod5k k t t           

По индукции заключаем, что  2 2 3 mod5m     

Отсюда легко следует, что (2 1 5) 1m     для вся-
кого нечетного натурального числа m. 
 

2 Доказательство основных результатов  
Доказательство теоремы 0.3.  
Пусть 11

2 (2 )G SL   тогда 
11 11 11 11

11 11

2 (2 1)(2 1) 2 2047 2029

2 (23 89) (3 683) 2 3 23 89 683

G       

          
 

Максимальные подгруппы в G это в точности 
подгруппы: 112 2047   2047 2  и 2049 2   Всю-
ду далее M – некоторая максимальная подгруппа 
в G, H – вторая максимальная подгруппа в G. 
Отметим, что если gH H G     то H и gH  
сопряжены в их порождении. Поэтому будем 
считать, что gH H    – собственная подгруппа 
в группе G.  

Последовательно рассмотрим все случаи.  
1. 112 2047M     Тогда максимальные под-

группы из M содержатся в списке: 
11 11{2047 2 23 2 89}H        Пусть 2047H    Так 

как {23 89} ( )H Hall G  и является нильпотентной, 

то по теореме Виландта [12] G обладает свойст-
вом {23 89}D    Следовательно, H и gH  сопряжены 

в gH H     Пусть 112 23H     Из строения 
максимальных подгрупп группы G следует, что 

gH H M     Так как M содержит единствен-

ную подгруппу порядка 112 23   то gH H  и H 

сопряжена с gH  в порождении gH H H     
Случай 112 89H    рассматривается также, как 
случай 112 23H      

2. 2047 2M     Тогда {2047 23 2 89 2}H        
Случай 2047H   был рассмотрен. Пусть 

23 2H     Поскольку 112 2047  – группа Фро-
бениуса [13, теорема 2.8.2], то gH H M     
Положим, что [ ]H a       где 23a    

2    и a   нормальна в M. Тогда gH   

[ ]a       где   – некоторая инволюция из 
M. Так как все инволюции в диэдре M сопряже-
ны, то найдется m M  такой, что m        

Поэтому H и gH  сопряжены в gH H     Слу-
чай 89 2H    рассматривается так же, как 

23 2H      
3. 2049 2M     Максимальные подгруппы 

из M содержатся в списке: {2049H   3 2   

683 2}   Повторяя рассуждения пункта 2, пока-
зывается, что подгруппа H – пронормальна в 
группе G. Теорема 0.3 доказана.                            

Доказательство теоремы 0.4.  
Пусть группа G удовлетворяет условию тео-

ремы 2, тогда 2 (2 1)(2 1)p p pG      По лемме 1.1 
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максимальными подгруппами в группе G могут 
быть сопряженные со следующими подгруппа-
ми: подгруппа Бореля 2 {2 1}

[ ] [ ] p

pU H Z Z


   диэдр 

2{2 1}
[ ] [ ]pH Z Z


     диэдр 2{2 1}

[ ] [ ]pR Z Z


     

5L A   4F S   4P A    
По лемме 1.2 ( 5) 1G     поэтому группа G 

не может содержать подгрупп, изоморфных 5A   
Силовская 2-подгруппа у 4S  является диэдраль-
ной порядка 8. Поскольку силовская 2-подгруппа 
в G элементарная абелева, то G не может содер-
жать подгрупп, изоморфных 4S   Группа 4A  яв-
ляется нормализатором своей силовской 2-под-
группы, изоморфной 2

2Z   Так как силовская 2-под-

группа в G изоморфна 2
pZ   где 11p    то под-

группа 4P A  не максимальна в G.  
Таким образом, максимальные подгруппы в 

G с точностью до сопряженности это подгруппы 
[ ]U H   [ ]H     [ ]R      Всюду далее M – 

некоторая максимальная подгруппа в G, T – вто-
рая максимальная подгруппа в G. Отметим, что 
если gT T G     то T и gT  сопряжены в их 
порождении. Поэтому будем считать, что 

gT T    – собственная подгруппа в группе G.  
Рассмотрим все случаи.  
1. M = [U]H. Максимальные подгруппы из 

M содержатся в следующем списке 
{ [ ] где }i iT H U H H H       

Пусть T H   Так как (2 1 2 1) 1p p      то T – 
холлова циклическая подгруппа в группе G. По 
теореме Виландта [12] группа G обладает свой-
ством 

{2 1}pD

  Поэтому Т и gT  сопряжены в лю-

бом порождении gT T      
Рассмотрим случай [ ] iT U H   Из строения 

максимальных подгрупп группы G следует, что 
gT T M     Так как Т единственная в М под-

группа порядка iU H    то gT T  и Т сопря-

жена с gT  в порождении gT T T      
2. [ ]M H      Максимальные подгруп-

пы из M содержатся в списке: 
{ [ ] где }i iT H H H H         

Отметим, что так как 2 1p   не простое число, то 
1iH   и, в частности,     не максимальна в M. 

Случай T = H был рассмотрен. Поэтому 
[ ]iT H      Согласно [13] [ ]U H  – группа 

Фробениуса, следовательно, gT T M     Из 

строения M заключаем, что [ ]g
iT H     где 

  некоторая инволюция из M. Все инволюции в 

диэдре M сопряжены, а значит найдется элемент 
m M  для которого m        Поэтому T и 

gT  сопряжены в gT T      

3. [ ]M R      Максимальные подгруппы 

из M содержатся в списке: 
{ [ ] где }i iT R R R R         

Так как 2 1p   не является простым числом Фер-
ма, то 1iR    Дословное повторение рассужде-

ний пункта 2 показывают, что T пронормальна в 
G. Теорема 0.4 доказана.                                         

Вопрос. Хорошо известно, что имеется до-
статочно много чисел вида 2 1p    где p – про-
стое число, не являющимися простыми числами 
Мерсенна. Автору не известно конечно ли мно-
жество таких чисел. Соответственно, конечна 
или бесконечна серия простых неабелевых групп 
в теореме 0.4?  
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