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1. В работе 0) наян были даны условия алгебраического характера на
главный символ скалярного псевдоднфферонциального оператора Р, необ¬

ходимые и достаточные для справедливости априорных оценок вида
i «* II.<с ( К , *) (|| Ри + '1 uМ* (1 >

где К — произвольное компактное подмножество в области Q с R", s —любое вещественное число, [|uj|, — норма функции ц (х) в пространстве
С. Л . Соболева — Л . II. Сяободецкого 0 б < 1. Такие операторы на¬

зываются субэллиптическими (см, ( ' ) ) .
В этой работе мы изучаем структуру символа субэлллитического опе¬

ратора и доказываем, в частности , инвариантность определяющих его ус¬

ловий относительно умножения на произвольный эллиптический оператор.
Некоторые утверждения такого рода имеются в работе ( 3) . В этих случа¬
ях мы предлагаем более иростое и элементарное доказательство. Кроме
того, мы даем ответ на некоторые поставленные в ( ’ ) вопросы; при этом
наш анализ охватывает полностью все возможные типы характеристиче¬
ских точек для субэллжптнческих операторов , Частично такие утвержде¬

ния использовались и доказывались нами в ( 4-т) ,
Отметим, что первоначальное доказательство основной теоремы из ( * )

было неточным, п мы могли доказать н (’ ) достаточность условии этой
теоремы лишь при выполнении одпого дополнительного условия. Пользу¬

емся случаем подчеркнуть, что ото доказательство исправлено нами сей¬

час и теорема 1 из работы ( s ) справедлива в полном обкоме (см. ниже
теорему 1) . Новое доказательство является более простым п универсаль ¬

ным (оно проходит одновременно для пссх характеристических точек) п
опирается на теорему 2 этой работы.

2, Напомним некоторые определения, используемые в теории операто¬
ров главного типа. Пусть рДзг,|) — главная часть символа оператора
Р, Щ (х, I) = Rejj'(*, I) , а,{х, £) = Тmp'fi, $) . Точка ( х\ V ) е T' ( Q )
называется х а р а к т е р и с т и ч е с к о й , если />* (х0, V ) — = 0. Для субэл-

джнтпческих операторов grad х. *р° (**, £“ ) =^ 0, если (х°,|а ) — характери-
VI г да -, (*i II д s«i (*. 6) д

Ki - — оиерд-сшческая точка. Пусть Я, -
тор дифференцирования вдоль бихарактеристики, соответствующей функ¬

ции я, ( х.|) ( г = 1. 2) , а Яр, Я 'р — соответствующие операторы для фулк-
Цинр° (х,|) пр“ (х,|). Еслиа= (с, а„) , (? = (р„. . . , р„) , гдеа* р, —неотрицательные целые числа , то через ЯТЙА мы обозначаем оператор
Н?н1 ..* Н*ПН 7^ (см. ( \ г) , где впервые использовались такие опроделс
няя) .

В каждой характеристической точке определим следующие три числа:
А # (х. *) — наименьшее число такое, что Я^аДх, Z ) =7̂ 0; kt ( x, £) такое
наименьшее число, что Я^Я^Я; ( .г , 1)^0, |а + р| = А*; !:,(х, £ ) на -
именьшее пз таких чисел , что Hfkp ( x, s) ^0.

3. Для нас будут представлять интерес только те операторы, которые
удовлетворяют условию
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A) функция £) = /Да , (г, g) не пеняет знака га каждой связ¬
ной компоненте иночества характеристических тонок.

Основное условие, характеризующее еубаллшгтячеекид операторы,
имеет нид

B) функция g ) не меняет знака с минуса на плюс при движении
в положительном направлении вдоль кривой x= x { t ) , g =|(t ) , где

dx$ _ дли (*,
dt — ’ d: ’ 1 1 n, Oa(^ti) =0,

IJ частности, и-э условии В вытекает, что в характеристических точках
сф ( х, £) 0, т, а. выполнено условие А . Кроне того, с-убэлллитические
операторы удовлетворяют условию

С ) supк,(.с, £ ) < ОС , где верхиля i рань, берется но всем характеристик
ческил точкам ( х,|) £н Г* (^).

Т с D р г ч а 1 (см, ( п ) ) - Оператор Р является субэллиптическим тогда
U только тогда, когда выполнены условия В u С, При этом h = к / ( к -\- I ) ,
где к=т sup к,(х,|), Если kt (*,, g*) — J, где (лг0т £*) s Г* [К ) , то оценка
(1} нс может выполняться при б <Ll I ( / — )- 1 ) ,

Н частности, отсюда следует, что тте существует операторов Р (с глад ¬

ким символом) , для Которых минимальное возможное значение 6 с нера¬

венстве ( J ) не равно к / ( к + 1) т где к <=7Л {см . ) .
Перейдем теперь к изучению символа У (г, £) субэллиатического

оператора в окрестности характеристической точки , Будем для Определен ¬

ности считать, что grad*, ^(я*,|и ) *Ф 0.
Следующее предложение высказано п качестве гипотезы {п в ряде слу¬

чаев доказано ) к работе t1) .
Т е о р е м а 2, Если оператор Р удовлетворяет условиям А и С и

( ,гп,|1) ел Т' ( Й ) — характеристическая точка , то для всех вещественных
чисел й = [0, л ) , кроме, быть может, конечного числа Лч ) значений,
оператор е. Р обладает тем свойством, что ка (ат ” , = к , ( ха, I” ) =

Условия теоремь! 2, FS частности, выполнены для суболлнпткческих опе ¬

раторов.
Т е о р е м а 3, Исключительное множество значений В, о котором гово¬

рится в теореме 2, является пустым, если векторы gracl*. \.(t , (х5, £л ) ,
grad», коллипеарны и множество точек , лежащих па поверхно¬
сти a I (J, £) 0, в любой окрестности которых на этой поверхности функ¬
ция at ( x,|) принимает значения разных знаков , является гладким много¬

образием S, трансверсальным к бпхарактеристикам функции о, ( лг,|),

Из этой теоремы, в частности, следует, что для таких операторов зна ¬

чения к» , к , , А"; инвариантны Относительно умножения р (х,|) ип любую
функцию f : ?‘(Й) — * С, не равную нулю ни в одной точке. Теорема 3, тго
существу, содержится в ( т ) (гопе сформулирована в столь явном виде ) ,

Б качестве примера оператора Р, удовлетворяющего условиям теоремы
2, лля которого указанное исключительное множество непусто, приведем
оператор

где А — оператор с символом |£|. В течках, где ^ = д- = П , а?Е = 0, функ ¬

ция &г{х, £) = 0, так что к^ { х,|) — =., В то Же время для оператора
е*Р при 0 <Г Ц' <; я мы имеем Av{jr,|) = к , (я, £ ) = И ,

5. Поскольку сформулированные выше утверждения инварианты от -
носителыад общих коконических преобразований пространства P (iJ ) , мы
можем считать, что и окрестности рассматриваемой точки {JT,;и}
а,( х, 1 ) =1, я д*ъ(х\l^ f d l i = 0 при } = 3 ч, 539(1^( ,3°, ?) - 0.

Доказательство теоремы 2 осноиэпо на следующих леммах.
Л е м м а 1. Если оператор Р удовлетворяет условиям, Л и С и векторы

grad*. ta i{ = {Й 0; 1, 0, , , , , 0) , g r a d î i Цеколлинеарны,
Ш



ТО £ГП (1,. Ь+Л3 (л°, / dxt 'dxj4 = 0 при .V, -j- Л'а = s < 7z [4 + 11. причел
число А: -- 4 L (+, Ел ) jit’ffTfto.

Лемма 1 доказана и работе (*) . Теорема 2 is рассматриваемом случае
вытекает из лгммт .г 1 а следующего предложении, которое довольно просто
доказывается с помощью ретроградного анализа .

Л е м м а 2. Пусть X — линейное пространство, порожденное одночле¬
нами. ’jif при j ti | fi | ^ + причем среди образующих отсутствуют
члены айда xf ' xf * при щ -+ <ц^ I и я^ 'я+я;, х^ х/ 2^ пРи ] — 1 - - . - п,
Pi + рг *<! (1+ 1) ! 2. Пусть Ai = [Л, Л], Да = [А, Л»],..* ( Aj= [Л, А*

_
|],

Тогда псе алименты. Л ,- равны нулю при X =• g ~ 0.
Теорема 3 доказывается с помощью аналогичных построении на основе

двух следующих лемм.
Лемма 3. Пусть f t (я, ^0 (^0) при. £> = 0 и 3-Ь ^ — 0

Bxi
при I < к.Тогда

j <>' Ь ^ лв, — = 0
Щ

(2)

при i <Z к I 2.
-Лемма 3доказана в ( т ) .
Л е м м а 4, Пусть Л — линейное пространство, порожденное одночле¬

нами S, lf я1^ при j (i + J3| > 3, причем среди образующих отсутствуют
члены вида при ai ^ I и я+я* яЛЕ) при f}d < i / 2, / — 1 л.

Тогда все элементы Л| равны пулю при X — £ = О,

Для того чтобы вывести теорему 3 из лемм 3 и 4, достаточно заме ¬

тить, что в силу условия А либо а? ( х,|) нс меняет знака при = 0, либо,
если знак а * (я, Е) меняется, то многообразие & можно с помощью канони¬
ческого преобразовапин совместить с плоскостью я , = 0, так что функция
Я|ЯЕ (я, £ ) не будет менять знак при £d = 0. Лемма 4 показывает также,
птр теорема 3 выполняется для более широкого класса операторов Р, а
именно, для тех, у Которых в точке (я", g” ) выполнено условие (2) {для
Ь = в,<я, £) ),

JJ общем случае доказательство теоремы 2 более еложно* поскольку ,
как видно из приведенного примера , условно (2) может но выполняться ,

Однако можно показать, что если выполнено условие Л и £»} ,j= 0
djrJcJjr*

при некотором s <T ( / 2, то остальные производные ( д !дх*,, , . ... . , д I дхп\ о / д%х д / д£п )д'а2 ( х\|а ) / дхравны пулю при i С It 2,
Теорема 2 доказывается теперь с помощью следующей леммы .

Л е м м а 5, Пусть Л — линейное пространство, порожёеннбё одночле¬
нами gj, {л£|»} при fa -j- р j 5= 2, причем среди образующих алгебры от¬

сутствуют члеп.ы вида яЛ при а , I; а+яА при pi + + 1 ) s' l, x/rx1
при у < s\ х *‘Х„ Я+|, при й< t / 2, s = Б п, t = 2, . . , , re;
*1%Ь при е < s; O+O+/5, а+я:Ч( при Е, + %г {s + 1) < I ! 2.

Тогда все элементы Л; равны нулю при х - - £ = О,

Из леммы 5 следует, что для субэлпиитического оператора с символом
вида rgi 4- яа (я, Е ) такого, что dI+ia2 ( xa, $* ) / дх^д^ ФО при некотором
я < к j 2, отличное от пуля значение коммутатора получается после мно¬
гократного применения операторов D\ п xTD* к одночленам вида 2+7’ оi — }( $ 4|2 1) = /, участвующим в разложении функции я* (я, A ) по форму¬
ле Тейлора, Это позволяет проследить судьбу одночленов такого вида при
применений операторов вида с |«| — I - ] р|= / и доказать том
самым теорему 2. При зтом мы можем уточнить число нсклшчителышх
значений б: опо нс превышает наибольшего еначенид ; у таких одночле
нов с иепулевыми коэффициентамл.
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6. Для полноты изложения упомянем еще один результат, доказанный
независимо и разными способами в ( 3) и ( 4 ) , в связи с исследованием не¬
обходимых условий разрешимости.

Т е о р е м а 4, Если ец° (лг, ^ 0 во всех характеристических точках
(х, Н) G Г (й), k=k,( xl>

) £” ) — нечетное число и ЯЛ^х",|5) > 0, го
кАх° ,?) = к > (2°Л0 ) = Ых\1° ) .
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