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Г. Л. КУТАТЕЛЛДЗВ
О КРУЧЕНИИ ПОЛЫХ КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ БРУСЬЕВ

( Представлена академиком 11, И. Мусхелишиили 5 1 1971)

Рассмотрим призматический полый брус, составленный на двух одно¬
родных изотропных стержней с различными упругими свойствами и с одно-
спязнымн поперечными сечениями. Пусть составляющие стержни спаяны
между собой вдоль некоторых частей боковых поверхностей так, чтобы по¬

перечное нормальное сечение составного бруса, постоянное по его длине,

представляло днуснязную область. Следовательно, область сечения бруса
состоит из двух смежных односвязных областей, соответствующих стерж¬

ням , и двух разомкнутых линий раздела , пересекающих границу области
сечения под ненулевым it углами.

Будем считать, что боковая поверхность бруса свободна от внешних на
грузок, и основаниям приложены усилия, статически эквивалентные за¬

кручивающим парам, векторные моменты которых перпендикулярны к
плоскостям оснований. Усилия, действующие на элементы поверхности
раздела различных материалов, равны по величине и противоположно па
правлены, а компоненты смещения остаются непрерывными при переходе
через эту поверхность (’) .

Область какою-либо поперечного сечении бруса отнесем к плоскости
переменпой ъ= х+ iy и введем в рассмотрение вспомогательную плос¬

кость переменной £ =§ + йр На этой плоскости £ рассмотрим круговое
кольцо с центром в начале координат. Пусть уц — совокупность двух отрез ¬

ков действительной оси, лежащих в области кольца и делящих его попо¬

лам, S+ и S~ — верхнее и нижнее полукольца, у/, у/ и у", у/' — верхние
и нижние половины внешней и внутренней окружностей YL И соотпетгт
пенно (у1 = у/ + у/,1 у;= у/ + у/') . a pi и рц радиусы окружностей
( pi > pt).

Предположим далее, что функция о (С ) осуществляет конформное ото¬

бражение области поперечного сечения бруса на кольцо S ( S = Л + -f S ~ -+-
-f- yn ) . Потребуем , чтобы при данном отображении линиям раздела
составляющих сред области сечения соответствовали отрезки диаметра
кольца.

Тогда рассматриваемая задача крученпп приводится к отысканию фуни
ций /\ {£ ) и F,(£) , голоморфных соответственно в областях S* и $~

т по гра ¬

ничным условиям (’ )

^1 4- Л (в) = (fi {(Г) й (з) + (/ — 1) с на у), (1 )
(/ = 1 , 2)

^аИ + Л (°) = а (°) "> (°Н- (/ — х ) с‘ на vj; (2)
jPt (o) — Л(о) = — Fj(o) на у»: (3)

Л{«) 1 = ^- ( &) ]+ (Д|— ра ) ы (о)ы (о) на у»,
(4 )

где о - аффикс точек у„, у/, у", р , и р — модули сдвига составляю¬
щих материалов, с — постоянная, подлежащая определению. р .--' = р , (\
а /'. (о ) — граничные значения функции /р (С) , связанной с комплексной
функцией кручения { , ( С ) соотношением

Л (0 =*^(Е> = (5)
1Й9&



On рс-делим функцию Fx (£) в области S~ таким образом :

< f i i + Ц*)М£) = 2ц^(С) - ( Hi - u*)[Лф -« (£> й (Е) 1 , £е 5- (В )

гдв Л{£ ) = Fi (£), w (£) = м (£ ) . Тогда, согласно граничным условиям (31
и (1) , функция /', ( 2) , распространенная на S~ равенством ( В ) , аналити ¬

чески продолжает эпачеипя F, ( 2) из верхнего полукольца S* is нижнее по
лукольцн 5“ черев отрезки у -.. Следонательно, /\ ( 2) 'будет голоморфной
функцией во всем кольце S. Т> дальнейшем доопределенную таким образом
функцию обозначим через F (*) ,

Граничные условия ( I ) и (2) примут теперь вид

F (о) -|- F (о) = ы (о) сз (о) 4- (/ — 1}е па у’; (7)
(l*i'+ + (ц± - ps) [7(*) +£(«)] - 2м; — i ) с' +

+ 2|1аю (а) и{а) + (ц1 — ра) [м (о) со (о) + ы (с) м (о) ] на у' ( / = 1, 2).
(S)

Внесен и граничное условие (7) а вместо о, считан, что с е= у" (а , сле¬

довательно, ft (= у/ ) . получеияое равенство умножим на (р . — р _. ) и выч¬

тем его из равенства (8).
Тогда

F ( v ) +T( Z ) = Q ( tт ) + (/ + 1) в на у", (9)
где

Q {п ) - р Г Г ц Г “ ( C F ) + р г т й 1 м “ ( t T) + “ <*) ** — {®)Ь

Таким образом, рассматриваемая задача приведена к отысканию функ¬

ции F( £ ) 87 условий (7 ) и (9). После определения F(*) функция F, ( 2}
находится непосредственно, a F. ( £ ) определяется нз формулы (6).

Задача отыскания функции F( £) есть видоизмененная задача Дирихле
для кругового колыта ( г ) . Решая эту задачу, находим

лй-«.+ 2 +**:-*). <«)
*=1

где
2яв = 4(1), с = Л^ —

а, = (4V ~ 4*t i V i p f -Pi*) - b k = ~ A*_Vpi) / [ PTV (Pf -
a -4 '^it (/ =1, 2) — коэффициенты рядов Фурье, задании* на контуре
кольца функций,

А(^ь — ~ 21й~
| \ ы (з)ш (a) cTtf n dn 4- \ Q (о) аТ(*±1)йа|,

т; г)
Заметим, что при р;= 0 мы будем иметь решение, соответствующее слу ¬

чаю, когда составной брус имеет односвязное поперечное сечение ( ) .
Случай, когда одно на р - равно нулю, рассматривался в работе ( 4 ).

В качестве примера рассмотрим случай, когда отображающая функция
имеет вид

а (£)-/?, (£ + U £) , Я, > 0. ( И )

где /. деиствателыюе число . Тогда поперечное сечение бруса ва пло¬

скости г будет представлять собой конфокальное эллиптическое кольцо
с центром в начале координат, При л pj= 1 мы будем иметь сплошной

vm



£пставппй эллипс, разрезанный по прнмолняЕчшому отрезку, соединяю¬

щему его фокусы, причем большая ось ет будет совмещена с осью Ох .
Области сечений стержней будут представлять собой верхнюю н нижнюю
гюловины эллипс ifc а линиями раяделл сред 5удут служить отрезки боль
той поя , соединяющие фокусы с вершинами; при Ь = — 1 , рг — 1 получа¬

ется сечение в вице эллипса , разрезанного также но прямолинейному
отрезку , соединяющему его фокусы , а линиями раздела сред являются
малые полуоси эллипса , лежащие на этот раз на осп Ох.

Для функции кручения в случае отображения (11 ) имеем формулу

h (5) — —

Щ 8-P,

2i^ у HI / г х*\
&+** * +# у$ -+Т )+ 2 +ТУ '

Я ^ . , * б т4 xsirj-З . .

"pi * Ж <-
(р:+

f t * -!

{ 2п — 3 ) ( 4а1 - 1} ( 1 — Я* и - 2 ) ' ?' I
iy и2'1"1- (р|-к)»(fJ;-ф п2'^1- (?\- х )*

И1 (2rt — 3) (4ns — i ) (l — Л4"-*} ' t ) _Г
г = 1 . Ъ. к

Выпишем значения компонентов напряжения для двух конкретных
случаев ( A = pj — 1 и А = — 1 . р3 = 1 ) вблизи коицок разреза в точках
большой оси эллипса . 11 первом случае, обоаначая через s расстояние
раоснитринаецой точки до какого либо конца разреза , при малом х
получаем

-V, = 0 ( 1 ) . У, = *- +0 (4), К
Y *

(4+ д/ — 4Л|
piщ ИП " (с;+ в|р+ 4Я»

где V, и У* — комионейты напряжения , с * и с” — полуоси M;;94AC
(о/ > сГ ) .

Аналогично для Второго случая при St-*- 0 имеем

Х, = -^-Н0 (1), Г.=0 ( 1 ) (/ — 1 - 2),
Vsj

К t = - К — TfifSfliу, J*K— Pfl
pi т Рг

OL-
S
n-=ft

( Р? + ПУ^^-2 (^й»+ 1)

(а»- 1нав + 3) (pjn+1-t) ' Pi
<4 + ci

2Ни '

Значении коэффициентов интенсивности напряжения А'. Л', для случая
однородных брусьев ( р , = рЕ) другим путем были найдены н работе ( '' ) „

Ы качестве другого примера рассмотрим слу ¬

чай, когда поперечное сечение составного
бруг.а представляет собой эксцентрическое
круговое кольцо (рис . I ) . Пусть сектораль ¬

ным областям SL и Su, ограниченным дугами
окружностей А . ., А , н А . , соответствуют моду ¬

ли сдвига |с и NS . Легко видеть ( (' ) , § 18) ,
что функция ш ( 1 .| =- it ( 1 — Я1^) , где а - по-
жительная величина , отображает область се ¬

чения бруса FT я кольцо 5 плоскости ^ причем
областям 5| и У . будут соответствовать полу¬

кольца S+ и 5'

. а дугам окружностей А„, А ,
и А: — отрезки у диаметра кольца S п позу
екружностн у{ н у!‘ (/ = 1, 2) . Предполага ¬

ется , что окружность Ап имеет своим цент ¬

ром точку z — 1 /2л, а радиус ее равен 1/2н.
4
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Рис, 1
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Для функции ^(С) здесь будем иметь

-г

, @ » -8 riL < +^ _ ± у /_ if ,
д 8 Г1^ /_£. _ i T i +h Ц. -И1. L 2 1 +.*? « Ч J
_
л* ' р*п {;Н ^

. у Q^- tW'8 "1 Е»-1 , 5 Onî -g». @^ 1'
п
_
! 1- я"-* @ 1 ,£ 1— я1"'" t*"-1 '

!i=ifftn-t p*n

где l = с , — Сг, Cj = apjV ( l — а2 рг ) , /? = рз/Pi ,

2 Jj 2 2в — 1 у , < l + 2a^) fla^f
>г — 1 аг fli ^ 4A* — ( 2>i — i )*

**-" i
<> n. «Л1 2ft - (/ — 1 , 2) .

Легко заметить, что оти ряды вместе со своими первыми производными
входите» абсолютно и равномерно в кольце S , включая и контуры ут и у ..

Выражения для функции кручения можно теперь получить из формул
(5) и (6) .
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