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1. Пусть неявная функция x = x*(t) определена уравнением

f(x; t) —0. ill

Здесь х — точка некоторого полного нормированного пространства Е: 
I — скалярный параметр (время); f(x; t) — достаточно гладкий оператор 
со значениями в Е.

Допустим, что нам известно приближенное или точное значение т., не­
явной функции при t — 0, и пусть требуется отыскать достаточно хорошие 
приближения значений х* (t) при некотором большом значении t или при 
значениях t из некоторого большого промежутка. В одной из основных 
схем (’) построения неявных функций выбирается некоторая последова­
тельность значений времени Л (ta = 0; > tt), а затем для отыскания
каждого приближенного значения Х; вектора х* (Л) приближенно решается 
каким-либо способом уравнение f(x; Т) — 0, причем для этого приближен­
ного решения вектор xf-i рассматривается как начальное приближение. 
При применениях таких схем нужно знать, насколько малы должны быть 
разности г. — Л-1 и насколько точно нужно решать уравнения f(x; Т) = 0, 
чтобы «не потерять» неявную функцию (чтобы знать оценку разностей 
Xi — х* (Л) при всех I).

В этой статье будем считать, что Л = ih (i = 1, 2,...). В статье ре­
шается задача об оценке значений шага h, при котором можно строить 
неявную функцию с заданной точностью г, если для приближенного реше­
ния уравнений ]{х\ h) = 0 при всех I применяется один и тот же метод.

Метод построения последовательности Xt назовем [п, г2]-устойчи- 
в ы м, где л г2, если он обладает следующими свойствами:

1°. Из л Ц^о — х* (0) || г2 вытекает, что Ik, — х* (Л) II + Цх0 — х* (0) || 
при всех i = 1, 2,..

2°. Из Цгсо — х* (0) I! < гz вытекает, что

Ит||^ — ж* (Л) || С г15г—*оо

а из п < ||ал — x*(ti) || <С г2 вытекает, что |+.м — х* || < — х*(Т) ||.
3°. При каждом i точка входит в область притяжения (2) построен­

ного методом Ньютона — Канторовича решения х* (Л) уравнения 
f(x; Л) = 0.

Ниже предполагается, что при всех рассматриваемых значениях аргу­
ментов линейные операторы fx' (х; I) имеют непрерывные обратные. Пусть 
справедливы оценки
Ц[IIM*; Ollsc^i, II/;(х; oi|cлл,

|| fx (х; t)— fx {у; t) || < Мп || х — у ||,

II4 ’> 0 - fx 11 A7i2 (г - s |.
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2- Рассмотрим вначале обычную (*• 2) модификацию метода Ньютона — 
Канторовича. Будем считать известной оценку ошибки вычислений. Тогда 

= + (i=l,2,...), (2)

где £,■ — случайный вектор, удовлетворяющий оценке

НУ С «. (3)
Теорема 1. Пусть

2NMtla < 1. (4)

Тогда при каждом к, удовлетворяющем неравенствам

О < 2N2MtlM2k 1 - 2W11O, (5)

метод (2) будет [Г1(Л), г2{к)~\-устойчив, где

щ (k) = 1 /(ЛГМП) — NM2h — VT/^Mh) ~2Mik/M11-2y/(NM^), (6) 

гз (A) = 1/(A'Mu) - \M.2k + / - 2M2k/Mn - 2y.:(NMn). (7)

Теорема 2. Пусть выполнено условие (4) и пусть числа г,, г2 удов­
летворяют неравенствам

2а / (1 + У 1 - 2aW„) < г, С r2 < (1 + ]' 1 - 2aWn) / NMn. (8)

Тогда при
2 (п — а)

NMn
ЛГ 2(г2 — а)
V NMn (9)

метод (2) будет [г 15 г2\-устойчивым.
3. В случаях, когда t — реальное время и когда отыскание векторов 

/(ж; t) и операторов fx'(x; t) может быть выполнено лишь после момен­
та t, естественно видоизменить метод так, чтобы при отыскании вектора Xt 
возможно меньше использовалась информация о f(x; t) при t — t,. Рас­
смотрим в связи с этим близкий к (2) метод

ypi (j = i, 2,.. (10)

где снова удовлетворяет (3).
Теорема 3. Пусть выполнено условие (4).
Тогда при каждом к, удовлетворяющем неравенствам 0 < А <С А*, 

где к* — меньший из двух положительных корней уравнения

(i-NMl2h)2 = 2NMll(a + NM2h), (11)

метод (Ю) будет [r^h), г2(к)]-устойчивым, где rtlh) и r2(k) —положи­
тельные корни уравнения

(г + NM2k)2 + NM12k (г + \ М ,h) + a - г = 0. (12)

Теорема 4. Пусть выполнено условие (4) и пусть числа щ и г2 удов­
летворяют неравенствам (8).

Тогда при
h,<Z min {k[, k2}, (13)

где k* (j = 1, 2) — положительный корень уравнения 

Ч-гШп у + NM2k)2 + NM^ktr, + NM2k) + а - n = 0, 

метод (10) будет [п, г2~\-устойчивым.

(14)



4. Для построения последовательности приближенных значений х. 
неявной функции можно применить метод, основанный на применении 
двух шагов процесса Ньютона — Канторовича. Если пренебречь случай­
ными ошибками, то построение последовательности Xi будет идти по фор­
мулам

Zi = lfx ^)] 1 / (Жг-1’ ^)’ (15)

Хг = zi — [f'x МГ1 f (Zi; if). (16)

Если шаг h удовлетворяет неравенствам
О < 4№М2M1Ah < 3 ^2, (17)

то уравнение
NMli(NMilr2 + 2NM2h)2-8r = 0 (18)

3__
имеет два положительных корня (они совпадают, если iN2M2Mnh = 3 У 2). 
Обозначим эти корни через pt (Л) и р2 (h) ■

Теорема 5. Пусть h удовлетворяет неравенствам (17).
Тогда метод (15), (16) будет [рДЛ), р2(1Т)]-устойчивым.
Теорема 6. Пусть 0 < ту г2 < 2 / (NMh).
Тогда при

NMn 
“2~ (19)

метод (15), (16) будет [п, г2]-устойчивым.
Для перехода от вектора х^! к вектору xf по методу (15), (16) нужно 

провести вычисления такой же трудности, как при вычислении двух по­
следовательных векторов в методе (2) (при а — 0). Если при шаге h0 тео­
рема 6 гарантирует [п, г2]-устойчивость метода (15), (16), то, как легко 
видеть, теорема 2 гарантирует [п, г2]-устойчивость метода (2) при шаге, 
большем, чем !/2^о.

5. В этом пункте рассматриваются уравнения (1) в гильбертовом про­
странстве. Для построения последовательностей можно использовать 
различные модификации метода скорейшего спуска, метода минимальных 
невязок и т. д. (см. (*> 2)). Здесь рассматривается следующий метод:

где случайные ошибки удовлетворяют (3). 
Будем пользоваться обозначением

g = (TVAf, — 1)/(2VM1 + 1). (21)

Предположим, что

«< (1-<?)2/(2(1 + q)NMll); (22)

тогда у квадратного относительно у уравнения

q ('Ж.х2 + х + у) + V2Wh (х + у)2 + « - и = 0, (23)
x=(l-gr-WuY)/((l + 9)W11), (24)

есть два положительных корня. Меньший из них обозначим через у’(а). 
Теорема 7. Пусть выполнено условие (22) и пусть 0<.V.V7;sCy. (а). 
Тогда метод (20) будет [гДД), r2(h) ^-устойчивым, где Ti(h) и r2(h} — 

корни уравнения

ПМц (г + NMJT)2 + 2q (г -f- NMJi) q^M^r — 2r 4- 2а = 0. (25)
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Теорема 8. Пусть выполнено условие (22) и пусть числа т\, г2 удов­
летворяют неравенствам г* < Г1 г2 < г2*, где г±* и г2* — корни урав­
нения

(l + g)W11r2-2(l-9)r + 2a = 0. (26)
Тогда при

< — Q + min {/gr2 — NMU (qNM^r2 + 2a — 2r.) — NМ±1г^ (27)
7=1,2 J 3

метод (20) будет [п, гг]-устойчивым.
Тартуский государственный Поступило

университет 13 V 1971

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 М. А Красносельский, Г. М. Вайникко и др., Приближенное решение 
операторных уравнений, «Наука», 1968. 2 Л. В. Канторович, Г. П. Акилов,
Функциональный анализ в нормированных пространствах, 1959.

2 ДАН, т. 201, X. 4 777


