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Рассматриваются сингулярные интегральные уравнения со сдвигом на 
простом замкнутом конечном ляпуновском контуре Г:

(Аф) (0 == а(0ф(0 + b(t)q[a(t)] + с(0 (5<р) (0 +
H-cZ(0 (5<р) [а(0] =/(0, (1)

<ег, (sw = А .
Г

Сдвиг а(0 контура в себя (с сохранением или изменением ориентации на 
Г) предполагается удовлетворяющим условию Карлемана a[a(0] = 2и 
обычным (*,  2) предположениям: а'(0 еЯ’'(Г), 0 < А, 1, а'(0У=Ои 
а(0 Ф t, I е Г. Оператор К рассматривается в пространстве £Р(Г), 1 ■< 
< р <; оо, а коэффициенты а(0, А>(0, с(0, d(t) считаются непрерывными 
на Г *.

* Все результаты сохраняются, если оператор К рассматривать в пространстве 
А(Г) и коэффициенты считать принадлежащими ЯХ(Г).

Интегральным уравнениям (1) (и более общего вида) в пространстве 
Я'" (Г) посвящен ряд работ (3~0. Подробный обзор и библиографию по урав­
нениям со сдвигом можно найти в статье (0.

Известные результаты о нётеровости и индексе сингулярных операторов 
(1) со сдвигом основываются на использовании систем сингулярных инте­
гральных уравнений (уже не содержащих сдвигов) и на гомотопии опера­
тора, ему сопутствующего. Мы покажем, что теория уравнений со сдвигом 
может быть построена целиком в рамках теории одномерных сингулярных 
уравнений без обращения к системам. В частности, будет найдена простая и 
эффективная связь между данным и сопутствующим оператором, из кото­
рой немедленно следует одновременная их нётеровость и равенство индек­
сов (без привлечения для этой цели гомотопии операторов, установление 
которой достаточно сложно, см. (0). Предлагаемый подход упрощает про­
блему регуляризации уравнения со сдвигом, поскольку теперь достаточно 
регуляризовать не систему сингулярных уравнений, а одно сингулярное 
уравнение.

В п. 1, 2 исследуется случай сдвига, сохраняющего ориентацию, в п. 3 — 
изменяющего ориентацию на противоположную, в и. 4 построен регуляри- 
затор.

Следуя терминологии (0, оператор
(К<ф)(0 = а(0<р(0 — 5(0ф[а(0] +

+ с(0(5ф)(0-й(0(Яф)[а(0], В=Г, (2)
будем называть сопутствующим оператору К. Введем еще оператор R, 
имеющий вид

(Аф) (0 = а[а(0]ф(0 — &(0ф[а(0] +
+ с[а(0] (5Ф) (0 - d(0 (5ф) [а(0], t е Г, (3)

в случае сдвига, сохраняющего ориентацию, и
(Аф) (0 а[а(0]ф(0 — Ь(0ф[а(0] —

— с[а(0] (5Ф) (0 — й(0 (5ф) [а(0], t ей Г, (30
в случае сдвига, изменяющего ориентацию на Г.
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Оператор К играет важную роль в наших построениях и называется 
нами ассоциированным с К. Очевидно, К' и К в (3) совпадают, если 
a(t) и c(i) инвариантны относительно сдвига a(t). Очевидно также, что 
(К')' = KnR=K.

1. Связь между операторами К, К', R. Пусть
(САр) (Z) = ^Д)ф Д), n(i) = a(t) — t. (4)

Так как в случае сохранения ориентации сдвиг a(t) не имеет неподвижных 
точек, то оператор U является ограниченным обратимым в -А? (Г) операто­
ром. Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости равен­
ства *

* Аналогичная связь между К и К' в случае изменения ориентации содержится 
в формуле (11).

KU-UK' = T, (5)
где оператор

(Гф)(i) „iffl ,f (I)dt + (в)
Г г

очевидно, вполне непрерывен в .АДГ). Таким образом, из (5) вытекает
Теорема 1. Операторы К и К' одновременно нётеровы в .АДГ) и в 

случае нётеровости имеют одинаковый индекс.
Заметим, что для справедливости теоремы 1 от карлемановского сдвига 

a(t) достаточно требовать лишь непрерывности.
Обозначим далее (Лф) (i) = a(t)q(t) Д c(t) (5ф) (t) и (Лф) Д) = 

= а[аД)]фД) Д с[а(Д] (5ф) Д). Нетрудно проверить, чт© операторы ЛК 
и КА являются сопутствующими друг другу (с точностью до вполне непре­
рывного оператора). Но тогда из (5) вытекает, что UAK — RAU = TQ, где 
оператор Тп вполне непрерывен, a U— оператор (4).

Следствие 1. Если a(t) ±c(t) Д 0, i Г, то операторы К и R одно­
временно нётеровы и в случае нётеровости имеют одинаковый индекс (ср. с 
теоремой 2).

2. Нётеровость оператора К. Рассмотрим алгебру М операторов 
К + Т, где К — оператор вида (1) с произвольными коэффициентами из 
С(Г),аГ — вполне непрерывный в .АДГ) оператор. Очевидно, в этой алгеб­
ре содержатся сингулярные операторы аф Д с5ф Д 7ф, в которых не уча­
ствует операция сдвига. Естественно поставить вопрос о нахождении для 
всякого оператора К М такого оператора, композиция которого с К не 
содержит сдвига. Таким оператором оказывается ассоциированный опера­
тор К. Действительно, для операторов К и К имеем

(ККф) Д) = тгеД)фД) +n(t) (5ф) Д) + (7» Д),
(7) 

(ККф) (t) = теД)фД) Д тгД) (5ф) (t) Д (7» Д),

где Ti, Т2 — вполне непрерывные в -АДГ) операторы, а
m (f) — п (t) = (a (t) — с Д)} {а [а Д)] — с [а (£)]} — (Ь Д) — d (<)} {b [а Д)] —

- d [а(0]} = Ах Д),
m(t) + n(t) = {a (t) с (t)} {a [a Д)] Д с [а Д)]} — {Ь Д) Д d(t)} {Ь[аД)1 Д

Д с/ [аД)]} = Д2 (t).
Из (7) в силу теоремы Аткинсона следует, что условие

АДО^О, АДОДО, «еГ, (8)
обеспечивает нётеровость операторов К и R в ЬР(Г).

Покажем, что при выполнении условия (8) операторы К и R всегда (ср. 
со следствием 1) имеют одинаковый индекс. Но это вытекает из следст­
вия 1, так как можно так изменить коэффициенты, что a(t) ±c(t) О, 
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t e Г. Именно, для любого е>0и произвольной функции h(t) еС(Г) не­
трудно построить (комплекснозначную) функцию hs(t) еС(Г) такую, что

0, t е Г, max \h(t) — he(t) | < е (см. (5), стр. 97). Это означает, 

что в любых достаточно малых окрестностях операторов Ku R существуют 
операторы Кг и Ке такого же вида, для коэффициентов которых уже ае(0 ± 
± се(0 =+0, условие (8) сохраняется и в силу теории об устойчивости 
X (Ке) + X (К) , X (Ке) — к(К).

Замечание 1. При a(t) ±c(t) =+ 0 равенство индексов x(A) = х( R) 
следует также еще и из простой гомотопии между операторами К и R', осу­
ществляемой оператором

(^цф) СО = М0’ф(0 + Ь(0ф[а(0] +
+ сц(0 (Уф) (0 + d(t) (Уф) [а(0], 0 ц < 1,

где ац(0 ± сц(0 = [а(0 + с(г)]1_ц{а[а(0] ± с[а(0]}< При этом 
АДц, t) = A,(i), ' (у. t) = Д2(0 для всех ц е [0, 1].

Теорема 2. Если выполнено условие (8), то операторы К, К', R, опре­
деляемые равенствами (1) — (3), нётеровы в ТР(Г) и имеют одинаковый 
индекс

х(А) = х(Ах) = х(А) = | ind^J*.  (9)

* Отметим в связи с формулой (9) справедливость следующего факта: индекс 
Коши (indX(i)) функции A (t) еС(Г), 4(t) ¥= 0, кратен т, если A(t) ипвариантна 
относительно карлемановского сдвига a(t) порядка т (пг 2): Л[а(<)] = A(i).

Замечание 2. Условие (8) нётеровости оператора К является необ­
ходимым, если коэффициенты п(0, с(0 инвариантны относительно сдвига 
а(0 (см. теорему 1) или удовлетворяют условию а(«)+c(t) ^0, <еГ 
(см. следствие 1). К этому же выводу можно прийти, если b(t), d(t) инва­
риантны относительно сдвига а(0 или b(t) ±d(t) + О, t е Г.

3. Случай сдвига, изменяющего ориентацию. Ассоцииро­
ванный оператор здесь берется в виде (3х). Для операторов (1) и (3х) 
имеем

(KRq) (0 = р(0ф(О + q(t) (Уф) (0 + (Т3ф) (0,
(Ю) 

(£Аф)(0 =р(0<р(0 +?(0 (Уф) (0 + (Т5ф) (0,

где p(t) + q(t) = <а(0 + с(0} {а[а(0] — с[а(0]} — {b(t) — d(t)} X 
X {^[а(0] + d[a(0]} def Д(0 и p(t) — q(t) =А[а(0], а операторы T3. 
7\ вполне непрерывны в ТР(Г). Поэтому аналогично (8) получаем, что ус­
ловие Д(0 =+ 0 обеспечивает нётеровость оператора К. Остается вычислить 
индекс х(К). Покажем, что х(К) — v.(R). Имеет место связь между К и К', 
подобная (5):

KS-SK' = T5, (11)

где Т;, вполне непрерывен в ТР(Г), так что х (К) = х(Ах).
Обозначим (Иф) (0 = а(0ф(0 + с(1) (Уф) (0 и (+ф) (0 = 

= а[а(0]ф(0 —с[а(0] (Уф) (0. Как и в п. 2, можно считать, что aft) ± 
±с(0 += 0, /еГ. Очевидно, х(4) = x(4i). Замечая, что операторы AiK 
и КА являются сопутствующими (с точностью до вполне непрерывности 
слагаемого), (А. К)' = RA + Т, получаем в силу (И), что х(А1А) = 
= х(А34), и отсюда х(А) = х(^). Таким образом, справедлива

Теорема 3. Если Aft) += 0, то операторы К, К' и К, определяемые 
равенствами (1), (2), (3х), нётеровы в LpfV) и имеют одинаковый индекс 
х(А) = х( А') = х(Ах) = —ind Д (О-

Замечание 3. При aft) ±cft) += 0 равенство индексов х(К) = х(^) 
при выполнении условия нётеровости Д (0 =4=0 следует еще и из простой 
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гомотопии между операторами К и К, осуществляемой оператором К./.

(I) = + b^ft)<р[a(i)] + си(1) (Sep) (t) +

+ d^ft) (5ф) [а(£)1, 0 < p, 1,

где b»(t) ±d»(t) = e±i,*"[&(f)  ±d(i)J (ср. (5), стр. 97) и a^t) ± c^t) = 
= {a(t) ± c(i)}1-u{a[a(i)] + с[а(7)]}ц.

4. О регуляризации. Регуляризатором (левым и правым) для опе­
ратора К служит в силу (7) или (10) оператор R = KN, где N — регуля- 
ризатор для соответствующего одномерного сингулярного оператора. Таким 
образом, с точностью до вполне непрерывного оператора

(7?<p)(Z) = r(/)cp(0 + s(Q<p[a(Z)J +v(t) + w(t) (5<p) [a(0],

где
ala + m _ a [a («)] — c [a (t)]

+ -------- - r(t) — v(t)------------ ,

“■<<) +40

в случае сдвига, сохраняющего ориентацию, и

г(£) +v(#) = я [a (01— с [a (г)]
Д(0

= o[a(t)] + c[a(t)] 
Д [а («)]

w(«) + s(^) = b(t) + d(t)
Д[а(«)1 ’

w (/)-.?(/) = b(t) — d (г) 
д w

в случае сдвига, изменяющего ориентацию.
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