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Определенный класс граничных задач математической физики, реше­
ние которых ищется в виде разложения в ряд по некоторому полному на­
бору ортогональных функций, сводится к исследованию бесконечной си­
стемы линейных алгебраических уравнений II рода с оператором фред- 
гольмового типа

сю
х,п = 2 'VvL т = 0, ±1, ±2,. . . (1)

П=—оо
Если разрешимость системы (1) установлена, то ее решение может 

быть получено методом редукции. В этом случае, как известно, вместо хт 
ищется решение ж„/ «усеченной» системы

Хт = S m = 0, + 1, + 2, . . . (2)
|n|CJV

Ошибка 6<^ = хт — хт' решения, полученного по методу редукции, 
обусловлена тем, что вместо бесконечной матрицы системы (1) использу­
ется лишь конечное число ее столбцов. Как правило, эта ошибка убывает 
с ростом N (порядок усечения) достаточно медленно. Оказывается, одна­
ко, что решение системы (1) может быть получено со сколь угодно высо­
кой точностью путем многократного решения системы (2) сравнительно 
невысокого порядка, но с различными правыми частями с помощью метода 
последовательного уточнения.

Вычтем левую и правую части уравнения (2) из соответствующих час­
тей уравнения (1), в результате чего для определения получим беско­
нечную систему уравнений

= 2 “тбп’ + 2 “Л’ тга = о, ± 1, + 2, . . ., (3)
п=— оо ln]>N

причем х,„' с номером |тп| > N находятся, согласно (2), с помощью пря­
мых формул, включающих помимо свободных членов линейную комбина­
цию из хт' с | m| N. Запишем соотношение (3) в форме

д<о = ЛД(1) + (А-А')х', (4)

где А(1) — вектор-столбец с компонентами х' — вектор-столбец неиз­
вестных хт', А и А' — линейные операторы систем (1) и (2) соответст­
венно.

Система (4), в свою очередь, может быть решена методом редукции, 
т. е. вместо А(1) найдено решение А(1)/ уравнения

А^^А'А^'ф- (А-А')х' (5)

(предполагается, что порядок усечения в (5) также равен N).
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В связи с численным решением системы (3) необходимо сделать неко­
торые замечания. Во-первых, для отыскания величин дт используется 
уже не только конечное число столбцов матрицы А', но также и остальные 
столбцы оператора А (матрица А—А'). Второе замечание связано с не­
обходимостью вычисления столбца свободных членов системы (3). На 
практике, в силу принадлежности оператора А гильбертову пространству 
Л2, сходимость таких рядов оказывается достаточно быстрой. Поэтому с ис­
пользованием известных методов улучшения сходимости рядов нахождение 
приближенных численных значений сумм 2 <W’n с любой степенью точ- 

|n|>N
ности не является сложной вычислительной проблемой. Можно считать, 
таким образом, что ошибка в' отыскании численных значений обуслов­
лена только редукцией системы (3).

Легко показать, что эта ошибка А(2) = А(1) — А(1)л удовлетворяет урав­
нению

2 ;Tn I п I eim = (г0 — 1) + 2 хп I п I enein’, ф 6= Щ» 
п#=0 п^О

а(2) = ла(2) + (л — л7) а(1)/, (6)

которое можно также решать методом редукции, а для ошибки третьего по­
рядка А(о’ = А(2’ — А<2)/ получить уравнение, аналогичное (6), с правой 
частью, зависящей от А<2)/, и т. д., т. е. построить итерационный процесс

A(ft) = ЛА(*>+ (Л — Л^А^-1’', (7)

или, как нетрудно проверить,

A(ft) = ЛА(М + [ (Л - А') (1 - А') -‘У₽, (8)

где Р — вектор-столбец свободных членов исходной системы (1). Итераци­
онный процесс (8) сходится, если оператор (Л —А') (1 —Л')-1 по норме 
меньше единицы.

Таким образом, в применении к бесконечной линейной системе уравне­
ний метод последовательных уточнений заключается в построении реше­
ния в виде ряда

Хт = хт + б^’ -г бт’ + • • 
причем возможность достижения сколь угодно высокой точности обуслов­
лена использованием информации, содержащейся во всей бесконечной мат­
рице Л. Однако при этом операции с бесконечными матрицами фактически 
заменяются операциями с конечной матрицей и суммированием бесконеч­
ных рядов.

Применим этот метод к решению задачи дифракции плоской волны на 
бесконечной периодической решетке. Пусть на решетку, лежащую в плос­
кости z = 0 так, что ленты ее ориентированы вдоль оси Ох и расположены 
с периодом I, нормально падает плоская волна e~lkz (к = 2л / л, к — длина 
волны, зависимость от времени всюду вида Искомое поле должно
удовлетворять волновому уравнению и условию излучения, обращаться в 
пуль на лентах решетки и быть непрерывным на щелях. Этим условиям 
удовлетворяет функция

со _________________
Ф (z, у) = e~ikz + 2 К — б„)ехр (i ]/к* — | z |) • exp (г у),

71=-- ОО
коэффициенты хи которой находятся из системы функциональных урав­
нений

СО

2 xne^ = Q, Ч=Л, (9)
п=—с©
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где 6m" — символ Кронекера, х = /Д, <р = 2np/Z, en = 1 + i j/'—- 1У

Л и Щ — области значений координаты <р, соответствующие лентам и ще­
лям. Пользуясь результатами работы (‘), системы функциональных уравне­
ний (9) нетрудно заменить эквивалентной ей бесконечной системой ли­
нейных алгебраических уравнений второго рода (1), матричные элементы 
и правые части которой имеют вид

— ixln —, /я = 0, п = О,

|ге2п8п [Лп(и) — Рп-1(Ц)], т = 0, n=PQ,

I га I 8„ + 1x5»
. —2 га) ~ [ Рт-г М Рп ~ Рт Рп~г ’ "гг7'0:

Р0 = гх1п-Ц^-, = [Pra.(U)~ Ап-1(«)], Ш О,

где Рт (и) — полиномы Лежандра, и = cos (nd /1), d — ширина щелей ре­
шетки. Используя (10) и асимптотические формулы для полиномов Ле­
жандра, можно показать (см. (2,3)), что матрица {а,/1} порождает в гиль­
бертовом пространстве Ьг вполне непрерывный оператор, а также устано­
вить существование и единственность решения системы (1), принадлежа­
щего Ь2. Отсюда и из (10) следует также (см. (3)) асимптотическая оцен­
ка поведения искомых величин хп с ростом п

2 |<’|2Ы< S (14>
|n|>N |n|>N

Используя затем неравенство Коши — Буняковского, из (14) находим

2 |6^|2|п|< 2 I 8n _1} |2 I л I 8пг
|n|>N jn/>N

|^п| < с(х) / (И + 1)г/г. (И)

Для усечения системы (1) достаточно положить все е„ = 0 при |п| 
> N, причем из физических соображений удобно выбирать N ZJs х. Не­
трудно проверить, что система линейных алгебраических уравнений (7) 
эквивалентна в рассматриваемом случае системе функциональных уравне­
ний такого вида:

|n|>W
3 №

П=—ОО

Используя равенство Парсеваля, можно показать, что из (12) следует

3 i 2 |6kA)i2i«i = i 2 |nisn, (i3>
|n|<N |n|>^ |n|>w

где черта означает операцию комплексного сопряжения. Отделяя в равен­
стве (13) вещественную и мнимую части, получим 
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а поскольку max 8„2 < (% / (N + 1))4, то
|n|>N

2 Ю2Н<(тег)4 2 |бГ1)|а|«|. 

|n|>W ~ |n|>W

В частности, при к = 1 имеет место неравенство
2 I^PhKtTO-)4 2 К12Н- 

|n|>N ' ' |n|>N

Из (15), (16) и оценки (И) следует 

(15)

(16)

(17)шах 16п ’ | <
|n|>N

g(x)
7V + 1 N + 1 ) ’

откуда при х < N + 1 вытекает сходимость построенного нами итераци­
онного процесса. Из (17) видно также, что использование метода последо­
вательных уточнений в рассматриваемой задаче позволяет получить реше­
ние в виде ряда по степеням х / (2V + 1).

Пусть х < 1. В этом случае N можно положить равным нулю. Тогда 
Хт' = <Хт°Хо' + Pm, ИЛИ В ЯВНОМ ВИДе

' in In ((1 -4- u)/2)
Х° _ 1 +ixln((l +u)/2) ’

in
1 + iK In ((1 + u)/2)

pm (“) - pm-l№
2m ■ (18)

Формулы (18) хорошо известны как приближение Ламба — Рэлея (4) в 
представляют длинноволновую асимптотику решения. Первое уточнение, 
согласно (3), имеет вид 

i(D _ 
’т — ат8о1У + S

п^О

откуда, например, с точностью до величин порядка О(х5)

■ (1)' ix3 v — Рп—1 (“)1
0 _ ^(l-ixln((l + «W|n^o 4|л|3

При значениях х > 1 эффективность метода последовательных уточне­
ний проверялась нами на ЭВМ. Оказалось, что процесс весьма быстро схо­
дится даже при малых превышениях порядка усечения N над значением 
параметра х. Результаты численных расчетов сравнивались с точным ре­
шением (5), которое задача имеет в частном случае, когда и — 0.

Институт радиофизики и электроники Поступило
Академии наук УССР 10 VII1971

Харьков

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 3. С. Агранович, В. А. Марченко, В. П. Шестопалов, ЖТФ, 32, № 4, 

381 (1962). 2 Г. Бейтмен, А. Эрдейи, Высшие трансцендентные функции,
«Наука», 1966. 3 Е. Н. Подольский, Сборн. Радиотехника, в. 1, Харьков, 1965,
стр. 58. 4 Г. Л а м б, Гидродинамика, М.— Л., 1947. 5 Л. А. Вайнштейн, М. Г.
Белкина, ДАН, 194, № 4, 794 (1970).

5* 67


