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В статье даются достаточные условия успешного завершения диффе
ренциально-разностной игры сближения, выясняется структура экстре
мальных стратегий сближения. В основе рассуждений лежит введенное в 
работе (*) понятие минимаксного программного поглощения, модифици
рованное для приложения к изучаемому кругу вопросов.

Статья примыкает к исследованиям (1_7). 
Рассмотрим управляемую систему

x(t) = A(t)x(t) + Ax(t)x(t — г) + /(t, и, v). (1)

Здесь х — n-мерньтй фазовый вектор; л-мерный вектор и и г2-мерный век
тор v — управляющие воздействия, подчиненные соответственно первому 
и второму игроку и стеспенные условиями » v где 5s, Q. — ком
пакты; матрицы A(i), AT(i) непрерывны на заданном промежутке 
[i0, й]; функция f(t, и, и) непрерывна на [i0, #] X X (2; т — const 0. 
В дальнейшем используются также следующие обозначения: xt(s) = 
= x(t + s) (здесь и в дальнейшем s меняется в пределах —т 0);
Е„ — эвклидово n-мерное векторное пространство, ||.г’||— символ нормы в 
Е„-. — пространство функций a:(s), суммируемых с квадратом ||.t(s)||,
с нормой о

||cc(s)|i_1 = (\\х (0)||2 ||х (s) ||2 <7sj/г;— т
С\-г, о] — пространство непрерывных функций x(s) с нормой ||.x(s) ||т2 = 
= max, ||a:(s) ||. Символом будем обозначать любое из конкретных про
странств Зв или о], рж(«) ||т — норма в Позицией игры будем назы
вать пару р = (i, .r(s)}, t Е [i0, й], x(s) е Стратегией U первого игро
ка называется правило, ставящее в соответствие каждой позиции р мно
жество ^(р) cz 5Р. Второй игрок может выбрать любой способ формиро
вания управляющего воздействия к, вырабатывающий измеримую на 
[i0, й] реализацию v = y[i] со значениями в <2-

Пусть символ А означает покрытие отрезка [i0, й] полуинтервалами 
[tj, т,+1), То == io, i = 0, 1,..., 6 = sup.-(rf+1 — Tj). Пусть р0 = [i0, 
^o(s)} — заданная позиция. Аппроксимационным движением x[t, р0, П]д 
называется всякая абсолютно непрерывная на [i0, й] функция a;[i] д, удов
летворяющая условию x[t0 + s]A = x0(s) и при почти всех i равенству

f[i]A = A (i)x[i]A + Ax(t)x\t — т]д + f(t, u[i], y[i]), 
где

и [i] = и [т;] х-_. [.?]д), Ti^i<ri+1, i = 0, 1,...

Функция x\t, pQ, J7] называется движением системы (1) из позиции р0, 
отвечающим стратегии U, если существует последовательность покрытий 
{А,} с {6J 0 такая, что некоторая последовательность движений x[t, р„, 
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v]4 равномерно сходится к x\t, р0, С7] на [io, й]. Множество движений 
x[t, р0, U~\ не пусто.

Задача 1. Заданы система (1), отрезок времени [i0, й], начальная 
позиция Ро = {to, Zo(s)} и замкнутое множество Ж. Требуется построить 
стратегию U° первого игрока, гарантирующую выполнение условия 
х[й] е Ж для любого движения х[f] = x[t, р0, U] (т. е. при любом спо
собе формирования управления v второго игрока).

Введем определения. Пусть каждому ie [i0, й] поставлено в со
ответствие непустое множество ЖД ел Положим

г (i, х (s)) = inf || х (s) — z (s) ||T.

Пусть {z(,i)(s)} — некоторая минимизирующая для функционала ||®(s) —
— z(s) ||т последовательность элементов Ж. Символом Z(t, x(s)) обозначим 
множество частичных пределов последовательности векторов {z(i,(0)}. 
Пусть также Жо = {у = z(0) | z(s) е Ж}.

Определение 1. Экстремальный по минимаксу к си
стеме множеств Ж, ta sC t - й, назовем стратегию Ue первого игро
ка, задаваемую множествами HAp), построенными по правилу

%е (t, х (s)) = {ие | min (z — х (0)) / (t, ue, р) = max min (z — x (0)) f (t, u, v)} 
te(5 iiG--" i-e 6

по крайней мере при одном z е Z (t, x (s)).
Пусть T{t, u) —функция, которая ставит в соответствие каждой паре 

{t, zz) замкнутое подмножество T(t, и) с: С?, причем так, что множество

£T(t, Т) — co{f(t, и, v)\v ^T(t, и), ие:?}

полунепрерывно сверху по включению по изменению I. Движение м 
x(t, р0, F) назовем всякую абсолютно непрерывную на [i0, й] функцию 
x(t), удовлетворяющую условию x(to-\-s) — Xo(s) и при почти всех t 
включению

x(t) c^A(i)x(t) + Ax(t)x(t — т) -\-&"(t, Т).

Определение 2. Систему множеств ЖД t0 t й, назовем 
сильно и-с т а б и л ь н о й по минимаксу, если выполнено условие: 
каковы бы ни были позиция pt ~ {tt, zz*(s)}, i, е= [^о, "S’), x^(s) it, 
момент t* e (i*, й] и функция T(t, и), среди движений x(t, р„, Т) есть 
движение х(t) со свойством ж(« (s)

Справедлива
Теорема 1. Пусть система множеств Wt, t0 t й, сильно и-ста- 

бильна по минимаксу и W«о сг Ж. Пусть начальная позиция игры р0 =
— {io, х0(s)} такова, что г (i0, x0(s)) = 0.

Тогда стратегия Vе первого игрока, экстремальная к системе множеств 
Wt, to -'С t й, разрешает задачу 1.

Рассмотрим вопрос о построении системы множеств Ж(, t0 t й, 
удовлетворяющей условиям теоремы 1. Эти множества можно определять, 
исходя из условия позиционного поглощения по минимаксу, которое явля
ется трансформацией понятия позиционного поглощения из (5) в соответ
ствии с изменениями, отвечающими определениям из (*). Множества 

можно конструировать и на основе соответствующей понятной про
цедуры (2,3,6,7), также трансформированной здесь в соответствии с поня
тием минимаксного поглощения (см. аналогичный случай! в (“)). Однако 
здесь мы обсудим возможность выбора в качестве более эффективно 
конструируемых множеств программного по минимаксу поглощения.

Определение 3. Множеством минимаксного про
граммного поглощения Ж,(й)° назовем совокупность всех эле
ментов x(s) е $8, удовлетворяющих условию: какова бы ни была функция3 ДАН, том 203, Лг 1 33



Т(I, и), среди движений x(g, (t, x(s)}, 73) есть но крайней мере одно дви
жение, которое встречается с Ж в момент й.

Если некоторая система множеств Ж,, £0 й, сильно п-стабильна
и Iff <= Ж, то Ж( cz Ж,(й)°. Поэтому представляют интерес условия силь
ной стабильности самих множеств ЖДй)0. Такие достаточные условия по
лучаются трансформацией соответствующих условий из (5) для случая 
системы (1) при замене свойств поглощения из (5) на свойства минимакс
ного поглощения, определенного выше в соответствии с (').

Пусть Ж — замкнутое выпуклое множество.
Теорема 2. Элемент х(в')с=г.Т> принадлежит множеству JEtift}0 

тогда и только тогда, когда

inf {г (й, t, Z) — inf lq + {IT (й, t, s), x (s))} > 0. (2)
||!|!=1 q^M

Здесь I — п-мерный вектор-, величина
«

г (й, t, Г) = \ max min If (й, g) / (g, и, v) d%;

матрица Ж(й, t) удовлетворяет при почти всех g й уравнению

d$~(ft, g)/^ = -<Г(й, g)4(g) -ЗГ(Й,

и ТГ(й, й) = Е, 3^(й, g) = 0 при g >й; величина Т(й, t, 0) = (й, Z);
T(ft, t, s) = H~(ft, t + т + s)HT(Z + т + s) при —t^s<0; величина

(x(s), y(s)> = х(О)г/(О) + x(s)y(s)ds.

Будем в дальнейшем предполагать, что & — Эё. Пусть Z,, I* — некото
рые числа из [Zo, й]. Обозначим

iff, О =

= {I ПРИ =- 1, inf {IT (ft, t*, s), уУ = — ос, inf {IT (ft, t“, s), уУ = — ос}.

Дополнение (fft*, t*) до единичной сферы ||Z|| = 1 обозначим символом 
^2(t„ t'“). (Из (2) вытекает, что если множество Ж ограничено, то 
<£\(t„ t*) = ф.} Введем функцию

a (Z, lt, t*) =
inf {IT (ft, tx, s), yy — inf {IT (ft, t, s), yy, если Zs

x, если I EE (tt, t*).

Теорема 3. Система множеств 7Pt(ft) °, t0 ■ ') I й, сильно и-стабиль- 
на по минимаксу тогда и только тогда, когда при любых Z, е \ta, й), 
t* е (Z*, Й1 выполняется неравенство

inf К max min If (й, g) f (£, и, v) d$ — inf lq f a (I, t_t, t*)} 0.
:|/||=1 P ue#1 i-e@ q<=M.

Обозначим символом (x)m вектор, составленный (не нарушая поряд
ка) из первых m координат вектора х. Символом Т обозначим п-мерный 
вектор вида Z = (h,..., Z,„, 0,.... 0}.

Следствие. Пусть множество Ж описывается условием х е Ж 
тогда и только тогда, когда {ж},„ е Жй, где Жй — выпуклый компакт в 
Е,„ (пг О п). Если при любом t е [Zo, й] функция г (ft, t,l) выпукла по I, 
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то система множеств программного минимаксного поглощения сильно 
и-стабилъна по минимаксу.

Примечание. Если множество М выпукло и система множеств 
Ж(й)°, t0 I -О', сильно п-стабильна по минимаксу, то стратегия Ue, 
разрешающая задачу 1, формализуется также в рамках дифференциаль
но-разностных уравнений в контингенциях подобно (4).
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