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1. Рассмотрим иовырождающийся сильно эллиптический оператор Л ,
который действует из W-?1' (£2) f|W ^ } ( £2 ) в L -ЛЩ по формуле

В

Ли - 2 {-l ) ] a4>a ( A&{ x) D*u). (1)
( «1.1Р 1-*

Здесь £2 — конечная область m-мерного эвклидова пространства £mtu (ar ) —ft-компонентный повтор , А^{х) — квадратные матрицы поряд¬

ка ft, элементы которых суть функции, измеримые и ограниченные в £2.
Задачи виды Ли — / или Аи — Ли = 0, мФ б, как известно, можно ре¬

шат!, вариационно-разностным методом. Ниже строится некоторый класс
координатных систем для этого метода и указываются условия полноты
такой системы в 1 < р< се.

2. На множестве векторов пространства £’,п введем частичное упорядо¬

чение: если а — (й1т at,... ,am ) и 6 — (б,, Ь а, п р и ч е м а„ ^ ft ,,,
w= I, 2, , . . , иг , то будем писать а ^ Ь. Такое же упорядочение введем
и для мультниндексов размерности иг. Введем еще следующие обозначе¬

ния. Вектор, все составляющие которого раним пулю, будем обозначать
символом 0, аналогичный смысл имеют обозначения I п 2, Вектор, каждая
составляющая которого равна либо тгулю, либо единице, будем обозначать
через а множество всех таких векторов — через 1. Кубы 0 ^ t I н
О < / 2 будем обозначать через Q и Q соответственно.

Построим кубическую сетку с шагом 2h п выделим из нее сеточную об¬

ласть Q\ аппроксимирующую данную область Q, так, чтобы расстояние
между границами и dQ* было величиной порядка k. Поместим начало
координат в одном из узлов области £2А и направим оси координат по реб ¬

рам одпого из кубов сетки. Через центр каждого из кубов области про¬

ведем плоскости, параллельные координатным плоскостям ; этот куб ра ¬

зобьется на 2" меньших кубов с ребром А. Б каждом меньшем кубе отме¬

тим его нижнюю вершину, обладающую тем свойством, что исходящие из
нее ребра направлены так же, как оси координат. Любуй » вершину любого
меньшего куба можно записать в виде /А, где / целочисленный вектор.
Множество векторов /, отвечающих нижним кершпнам меньших кубов об¬

ласти Q\ обозначим через J .
Бее вводимые ниже мультшшдексы имеют размерность /н.
3. Введем в рассмотрение скалярные функции й>,(2) , подчиненные сле ¬

дующим условиям : a ) q — мультииндекс, — J ; Ъ ) го,е
^ ( Em ) Г[ б>

_
’> (Йт ) ; с ) sttppto, сд Q. Потребуем еще, чтобы выполня ¬

лись соотношения
£>*10,(1 ) = 5,,, 0^ |а|, — 1. (2)

Очевидно, на гранях куба Q выполняются краевые условия
В*щ,(О = 0, 0 s£ [а|, \q\ ^а-1, (3)
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Функции ifle (f) назовем и сюдн кг м IT. Коордтжатпые функции вариаци¬

онно-разностного метода иддадим формулой
<Г.'„фя ) = Ф,( х / к — / ) ; 0 ^ j $| — / sJ, (4)

Если положить
-i

то

у (т) = S S eflf = const,
/4=J Jp|t=H>

^f = Â t?0 + *>*

(5)

(6 )

Обозначим через Ф* подпространство , натянутое на элементы (4) при
фиткс провалном h, Будем , как обычно, говорить, что система (4) полна в

ее
некотором пространстве, если в нем плотно объединение IJ Фьп, Панова

П 1

fin пп была последовательность ft „-> О,

Теорема . Для того чтобы система (4) была полна в 1 ŝ T

^ р > оо , достаточно , а при р > тп и необходима, чтобы выполнялись
тождества

Vr, 0^ 1П<(, <? < * < ],
-1

t*
!ч 1=п i(= i

<т%ч
(V - f !

4, Рассмотрим некоторые частиг.те случаи,

и. ) Если m — 1, то тождества (7 ) принимают нид
*-1

o< « < i . s - Ŝ r-S-
> « + « + 2 -^

(8)

<2=1?
- ч )\ 7Р Г = 0 . 1 s — 1

Если при этом а = [ , то единственная в этом случае функция wt (0 ояре-
деляогея одноэпачно ; 0 1 (f ) — 2 — t , 1 <Z < 2. Ес-

ди же s Тг 2, то при и -Т t ^ 1 можно пропзволъпо задать функции
. . , 0, .\{ t ) e= HV° (0, 1) ПС̂ 1)[0, 1], но так , чтобы удовлетворя ¬

лись равенства (2) , а также краевые условия ( 3) при f = 0, Тождества ( 3)
позволяют найти функцию при к все функции w5 (f}
при 1с i ^2, Построенные таким образом функции toДО принадлежат
классу И рл1 {0, 2) П 2 ] и удовлетворяют соотношениям (2) .

Ь) Если m = 2, s = 1, то тождества (7) сводятся к
О^ О , ti 1, CJ[i » ( ti | fa ) -f- й>ао (0, fa i ) 1=17 fi,

iOeo Oil О4" CO -00 i “Ь If la ) — lit
Bcaffi, tl)+ 0>oe (ft + 1, f t )+ f s -j-1) +

+ er „,{ft + 1, (а -И )=1.

Если задать функцию fj) в квадрате Q = { i : 0 ^ ^ 1 ) , то
равенства (0) позволяют доопределять ее на всем квадрате ф = {(: 0
йГ f 2}. Доопределенная таким образом фупкппя должна принадле¬

жать классу W f и удовлетворять соотношениям (2) . Для отт-
го необходимо и Достаточно, чтибы заданная в Q фушигпя ыИ^ Ч р

1 (^)П
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fl C ( Q ) и чтобы она удовлетворяла следующим тождествам па сторонах
квадрата Q'

Сйоа ( f I , 0)“ Мао (О, £i )= 0) (0.;-о ( f1, 1 ) = Л. Iilii '; ( 1 , (j)= (10)
Перечисленным условиям удовлетворяет, например. функция

Можно принять также шЛ 0 (Л, Г )= t ^ Q; и обоих случаях тождества
(0) позволяют сраяу вычислить значения функции «ÿ™ на всем квадрате Q.

с ) Случай т — я = 2 сложнее предыдущего, Б (!) отмечена труд ¬

ность построения координатных функций вариационно-разностною мето¬

да для бкгармонического уравнения; в ( г ) такие функции строятся как
ретнеппя пекоторых бшарыоннческих задач. Ниже приводится одна из
совокупностей исходных функций, приводящая к полной системе коорди¬

натных функций; исходные функции оказываются вполне элементарными,
хотя ы несколько громоздкими.

Обозначим соответственно через QQ" и Q'" квадраты ! ^ i, ^ 2,
0 ^ <1, 0 U *£ 1 , 1 U < 2 и 1^ (lT U < 2.

Б рассматриваемом случае надо построить три функции is) ,
«> io (ii, <з) , coo I i ; h)\ 0^t^2 , Тождества (7) в этом случае показыва ¬

ют, что можно задать функции ецп н шщ класса TF'J'n C'W в квадратах Q,
С/ , Q"; тогда эти функция определяются в Q'", а функция WHO - во всем
квадрате Q. Чтобы удовлетворить условиям (2) и (3) , необходимо и до¬

статочно, чтобы задаваемые функции удовлетворяли краевым условиям
(3) на сторонах квадрата (7. а также следующим условиям на прямых
it = 1 и t i — 1 внутри Q , 0 ^ f,, ij 1:

tt )=0, Ь)|0 ( 1, i a + l) = 0T

f '.) — ia, Min / i ( l ( t . -|- 1 ) ~ I
M» I (ij, 1) — = 0, tom (it + 1, I ) = 0,

( 1 2 )

(13)
COoi 'a (i|, 1) — ii, tilin /s(ii 4- 1, 1) — I — t

WKI ( 11 ) — (|,m (4 4- 1,1) = i* — #i.
ль% (ii, 1} — юте{/1 -)- 1 , 1 ) = 0;

Ыщ { I т is) — ^in ( 11 бг ' 1 ) “ i? — fj,
CO»1,., (1, io) — Юч/Х (11 i* 4-1) = 0,

цифра под косой черточкой означает дифференцирование но соответству¬

ющему аргументу.
Покажем , как можно построить функцию Ию{^к М » квадрате Q\ для

Q' я Q" построения аналогичны. Если функция Ыи, построена, то а силу
симметрии задачи можно положить«*, (?(, f 5) a= o>19 (i,, f , ).

Произвольно зададим значения mle (ilf 1) u <di«n (i[, / ) ; первое из них
должно быть согласовано с первым из уравнений (12) , а также г краевы¬

ми условиями на стороне ! . — 0 и с условиями па (2) . Можно положить,
например, 1 ) — ti2 ( ^. — 1 ) , t)„vS (ii, 1) = 0. Тогда значения функ¬

ции <|)ц и ее нормальной производной делаются известными па всех сто¬

ронах квадратов (), Q\Q". Внутрь квадрата Q эту функцию можно яро
должить, например, по формуле

®i* ('i. (t) = T=7T 77 [h- 1 + <3 ~ 2^ 2 -"77^ ] - (1е)
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Легко видеть, что функции ( 10) в Q непрерывна и одни рая непрерывно
дифференцируема; ее вторые производные ограничены в Q и непрерывны
всюду, кроме вершин (1, 0) и (1, 1) ,

5. Результаты (” ) , установленные там для одномерных дифференци¬

альных операторов, распространяются на операторы ( 1 ) .
a ) Пусть v число невавнеимых скалярных коэффициентов в форму¬

ле (5) прп данном фиксированном h. Вариационно-разностный метод по¬

зволяет найти приближенные значения v первых собственных чисел опе¬

ратора (1). Пусть X — наибольшее из штх, и пусть еще X, означает v-e
(в порядке неубывании) собственное число оператора (1) , Тогда сущест¬

вует такая постоянная С , что XCj Ch<.
B) Задачу’ Лгл = / (.г ) , где /е T;( Q ) — задапная функция и А — опе ¬

ратор (1) , будем решать вариационно -разностным методом, полагая функ¬

цию и ( х ) приближенно равной сумме (5). Набор коэффициентов а.,, мож¬

но рассматривать как вектор а*'1) в эвклидовом пространство Е ,. Пусть А.
и\\суть v мерные гильбертовы пространства с нормами

[eir^ A^ku,-
Процесс вычисления коэффициентов a,lt из вариационно-разностной си¬
стемы устойчив ( 4, • ) л паре простоанств АД, У.,, а процесс вычисления
приближенного решения устойчив в паре пространств ЗА, где 11 л
онергетнческое пространство оператора ( 1 ) .

Утверждения настоящего пункта можно получить , используя результа¬
ты ( 4 ) или более поздние результаты (®) ,
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