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МАТЕМАТИКА

Л. А. САХЙОВИЧ
О ПОДОБИИ ЛИНЕЙНЫХОПЕРАТОРОВ

(Представлено аквоемив\>м И . Г . Петровским 23 Ш 71 )

Е»удон рассматрищт ограниченные вместе с обратными операторы Т
к Т ,: > действующие соответственно в гильбертовык пространствBN It и th
В с га гад будут найдены необходимые и достаточные условия подобия опе¬

раторов Т н Тформулируемые череп характеристическую оператор
функцию . Применение общих теорем иллюстрируется на примере опера ¬

торов о дискрет м спектром.
Напомним некоторые определения. Операторы Т л 7’,, называются по¬

добным!], если существует ограниченный вместе с обратным оператор К,
отображающий //л на К и такой, что

T = V7\V-\ ( 1 )

Пус т ь R — ограниченный оператор, отображающий некоторое гильбер¬
тово пространство G в II и удовлетворяющий услоняю

Е — ГТ = И )Н\ (2)
где j действует в G и / — Г, f — Е.
Тогда существует ограниченный вместе с обратным оператор К, дей¬

ствующий н С; и такой , что {’ )

/ — Н’ Н — K' jK. (3)
Оператору Т ставится а соответствие характеристическая оператор-

функция С )

т= ' ~Ч/ -ЯЧЕ- 1Т- ) -' П\ . (4)
Значения оператор -функции являются операторами, действующими в
G , Пусть Ei - - НО . Оператор 7 называется простым относитолшо если

а — 2 T“ Ef . (5)

Те о р ем а t , Пусть 0 (g) — характеристическая оператор-функции
простого оператора Т . Для тоге чтобы 7’ был подобен 7 ,, необходимо и до¬

статочно выполнение следующих условий -.
1) оператор-функция б{с ) допускает представление

e ( Z ) = )K' -4 1 - E‘ ( E - t T l ) 1 I I ].

где ограниченные операторы 1 Г и Г отображают G в Л . ,

2 ) имеет место равенство
ОС-

яв = 2 1в*пе:— Ос
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3) существует ограниченный- имеете с обратным положительный опе¬

ратор Л , действующий о U* U удовлетворяющий соотношениям
V — Т'оМ'о = ПДГ ; (7)

AT = П . (8)
Если, выполняются условия теоремы 1, то имеет место также равенство

П » = s ^ГС.
4=^— тс

Залишен соотношение

Е — ТТ* = T‘~4ijft‘T\ (Н)
Из (2 ) и (3 ) ььггекает

Г*ГЯ= WK' jK .
откуда получаем

Е — ТТ* — TRAR-T - ; ( 10)
А =» JE-VJT-'i (И )

1Ь ( 10) и (И ) следуют равенства
Т^МТ^— М^ ТАГ’ ; (12)

ЛЛ1 — Г, M — N -% ( 13)
Далее приводятся реЯу;штаты , немигающие установить положитель¬

ность регаеипй :V п М операторных уравнений ( 7 ) п ( 12) и справедли ¬

вость соотношений ( Я ) и ( 13) . Таким образом, вопрос о подобии 7' п Т .

сводится и существенном к решению операторных уравнений (7 ) н ( 12 ) .

U ряде чЬпкретпых важных случаев ;пи уравнения решаются ераанятель¬

нопросто
Заметим еще, что условие (2) теоремы I не является существенным.

Рассматривав Т : на подпространстве J J ^ 7’^ПС мы добиваемся
«П

выполнения этого условия.
Теорема 2. Пусть выполняются условия (1) , (2) теоремы 1 и суще¬

ствует ограниченный оператор .V , удовлетворяющий соотношениям (7 ) , (8) ,

Тогда оператор X — неотрицательный .
Теорема 3. Пусть выполняются условия ( I ) , ( 2) теоремы 1 и су-

ществуют ограниченные операторы X и М , удовлетворяющие соотношени ¬

ям ( 7 ) , (8) и ( 13) , ( 13) .
Тогда операторы JV u М взаимно обратные .
Пользуясь теоремами 2 и 3, переформулируем теорему 1 ,

Теорема 4. Для того чтобы простой оператор Т был подобен 7\, не
обходимо и достаточно выполнение условий ( 1) , (2 ) теоремы 1 , а также
условия

3') существуют ограниченные операторы N и Л/, удовлетворяющие со¬
отношениям ( 7 ) . (8) и ( 12) , (13) .,

Если Ел — регулярная точна операторов Т^” 1 и 7’, ,, то

е (Ед /еч1/Ы-0’ ( i /I,) )= /< (Н )
ТТа (14) вытекает
Теорема 5. Пусть 0 (g ) — характеристическая оператор-функция

оператора Т , допускающая представление. (С ) . Пусть далее N и М — озри
ничейные решения операторных уравнений ( 7 ) и. ( 12) , а Е, — точка ре¬

гулярности. операторов T'~‘i' (* Г*,
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Тогда в некоторой окрестности|0 выполняются равенства
Г* (Го-1-1Еу* ( NT -П) = (ГЛГ- ГГ) (ГЛ-|В)-*Г; (15)
(ГГЛ/ -Г) ( Е - ЪТ\)-' П = П* ( Е -^о1)"1(МП- Г). (16)

Заметим, что I» = 0 является точкой регулярности операторов Г'-1

и Ти ,

С л е д с т в и е. Пусть it V\ — ограниченные операторы, действую¬

щие в G, причем области значений операторов TV*

! и 11УВ образуют по¬

рождающие системы соответственно операторов Т 0 и Та*. Если еще вы ¬

полняются условия теоремы 5, то из равенств
( NV-П) = О, (Д/И-Г)Уг= 0 (17)

вытекает соответственно
ЛТ= П, МП =- Г. (18)

Т е о р е м а 6. Пусть в — lim Ttr = 0 (д-^ -foo ) и существует такое
m > 0, чтоИМ ^ тп (л = 1, 2, .

Тогда оперативные уравнения (7) и (12) имеют не больше чем по од¬

ному решению.
Обозначим через а (Т ) спектральное множество оператора Т . Из ре¬

зультатов С) вытекает, в частности, что операторные уравнения (7) и
(12) имеют по одному и только по одному ограниченному решению N н
М, если

в (Гл ) П з ( Т1~1 ) = ф. (19)

Из теоремы 5 вытекает, что эти решении удовлетворяют условиям ( 8)
и (13) .
Т е о р е м а 7. Пусть 6 (g) — характеристическая оператор-функция

простого оператора Т . Пусть далее справедливо соотношение (19) , Для
того чтобы Т был подобен Т9, необходимо и достаточно выполнение усло¬
вий (1 ) , (2) теоремы1.
Т е о р е м а 8. Пусть 0 (1) — оператор-функция, определенная форму¬

лой (6) и равенством б (0) = Л1, где К — ограниченный вместе, с обратным
оператор, действующий в G. Для того чтобы 0(g) была характеристиче¬

ской оператор-функцией некоторого простого оператора Т , подобного Тц,
необходимо и достаточно выполнение условий (2) , (3) теоремы 1.

На последнюю из приведенных теорем нас натолкнули исследования
В. П. Потапова н его учеников ( 5) , которые относятся к случаю, когда
оператор Т .-_ действует в конечномерном пространстве Н „ и является пор -

.малыши формой Жордана.
Пусть ограниченный вместо с обратным оператор Те удовлетворяет ус¬

ловиям : ,
! ) Часть спектра оператора Т «, лежащая вне едпппчпон окружности,

состоит из последовательности изолированных точек таких, что
1 г < о о . (20)

II ) Точки|Л являются собственными числами оператора конечной
кратности,

I I I ) Система собственных и присоединениих векторов оператора 71»,
соответствующая точкам £*, полна п 11«.
Тогда в.ч равенств (15) , (16) непосредственно вытекает выполнение

условий (8) п ( 13) , Следовательно, в этом случае теорема 4 может быть
переформулирована следующим образом.
Т е о р е м а 9. Пусть выполняются условия I) — Ш ) . Для того чтобы

простой оператор Т был подобен Т„, необходимо и достаточно выполнения
условий (1) , (2) теоремы 1, а также условия

3") существуют ограниченные операторы N и М , удовлетворяющие
соотношениям (7) it (12).
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Заметим, что условия (20) выполняются, если
1М< *. 1 ^ < °о.

Сформулированная теорема 9 позволяет выводить условия Па лпености
системы собственных и присоединенных векторов оператора Т . Для атого
и качестве Т , следует влятт, соотаетстаующую клеточно-диагональную
матрицу. Б отои случае уравнения (7) и (12) допускают яапое решение.
Условия Пазиспоетн системы собственных и присоединенных векторов дли
оператора сжатия Т выводились в работах ( 6 _ й ) .
Результаты, аналогичные теореме 9, получаются и в случае, когда Т .:.

является унитарным оператором с дискретным или сингулярным спектром.
Условия подобия Т унитарному оператору Т . о абсолютно непрерывным
спектром найдены в (% и ) , причем и (*) соответствующие операторы .V и.U построены в явном виде. Ирл помощи изложенного выше метода от¬

дельно рассмотрен случай, когда Т0 имеет апд (s )
X

T <J -= t ^ f {t ) d t j0, /Ei (0, co), m < oc ,
0

где /a — диагональная матрица, имеющая структуру
гяр| 0 1 „

'•= 1тг_-гу| <* + «-«>.
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