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ИЗОПЕРИМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА В ОДНОСВЯЗНЫХ 
РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ НЕПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ

(Представлено академиком А. Д. Александровым 23 VIII 1971)

1°. В настоящей заметке «-мерными (га 2) односвязными римано- 
выми пространствами неположительной кривизны называются такие ри- 
мановы пространства, которые гомеоморфны эвклидову пространству Еп 
и у которых в каждой точке в1 каждом двумерном направлении кривизна 
неположительна. Для краткости такие пространства иногда называем про­
сто римановыми, поскольку другие римановы пространства здесь не упо­
минаются.

Известно (см., например, (*)), что изопериметрическое неравенство, 
справедливое для эвклидовой плоскости Е\ справедливо также и для дву­
мерных римановых пространств. Оказывается, последнее утверждение 
нельзя буквально перенести на случай пространств большей размерности. 
Мы построим такое «-мерное (« 3) риманово пространство G" и в нем
гомеоморфное замкнутому шару тело, объем которого больше любого 
сколь угодно большого наперед заданного числа, а площадь границы мень­
ше любого сколь угодно малого наперед заданного положительного числа.

Хорошо известно, что в двумерных римановых пространствах нет замк­
нутых геодезических. Мы покажем, что в Gn такие геодезические сущест­
вуют.

Пусть Wi и W, — некоторые метрические пространства, и пусть подпро­
странство W/ с Wt изометрично подпространству W/ с W.. Отождест­
вив по изометрии W/ и W2', склеим из Wt и W, некоторое третье прост­
ранство W3. В дальнейшем у нас всегда в аналогичной ситуации возмож­
но будет вложение Wi\Wi'-^W3 единственным образом распространить 
до непрерывного отображения Wi-^W,. Последнее отображение мы так­
же будем называть вложением.

Все отображения, используемые в настоящей заметке, однозначны, за 
исключением g~‘, р, и р2.

2°. Пространства А, А, и А2. Пусть / — изометрическое отображе­
ние вещественной прямой 7? на некоторую прямую f(R)<^E3. Из точек 

f(k) и /(& + 2^), k—i, 2,..., перпендикулярно к прямой f(R) прове­
дем соответственно два луча л* и щ так, чтобы их направления совпадали 
и не зависели от к. Обозначим через vfe отрезок, соединяющий точки f(k) 

1
и f(k + ). В плоскости Р, проходящей через лучи К и цй, множество

U л. U Щ является границей для некоторой открытой плоской выпуклой 
области Qk. Е3 индуцирует единственным образом внутреннюю метрику в 

оо 
множестве Е3 \ ( (J Qh), пополнение которого и есть, по определению, про-.

Л=1 
странство А.

сю

Распространим вложение множества Е3 \( (J Qk) в эвклидово простран- 
к=1

ство Е3 до непрерывного отображения g: А Е3. Очевидно, сделать это 
можно и притом единственным образом. Граница А состоит из счетного 
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множества компонент 1\, к = 1, 2,..., где Гй есть замыкание множества 
£-*(&)•

В дальнейшем нам потребуются два экземпляра пространства А. Вве­
дем для этого два пространства А1 и А2, каждое из которых изометрично 
А. Пусть ат : А-^Ат, т = 1, 2,— изометрические отображения.

3°. Пространства Вк, Bik и В2к. Продолжим лучи кк и р* до пря­
мых X/ и р/ и проведем через них плоскости Рк и РД перпендикулярно к 
плоскости Р. Последняя разбивает полосу, ограниченную параллельными 
плоскостями Рк и Рк2, на две изометричные области. Пространство Вк есть 
замыкание одной из них.

Пусть Bik и В2к— два пространства, изометричные Вк, и пусть 
Вк -> Втк — изометрические отображения.

4Э. Пространство Ск получается из Bik и В2к отождествлением каждой 
пары точек X, В1к и Х2 е В2к, для которых существует такая точка 
X <= В1:, что X е vh U Рк1 U Рк2 и Хт = praJt(X).

Пусть отображения imk: Втк-^-Ск есть вложения. Отрезок ilk ° plft(vk) = 
= i2k ° P2t(vA) разбивает границу Ск на две компоненты. Обозначим их за­
мыкания через С1к и С2к.

5°. Пространство D склеивается из Ат и Ск, т — 1, 2; к = 1, 2,.. . , 
отождествлением по изометрии множеств ат (ГД и Стк. Легко видеть, что D 
гомеоморфно Е3.

Построим теперь в D последовательность гомеоморфных замкнутому 
шару тел TJt, у которых объемы ^(Тк) и площади s(Tft) границ удовлетво­
ряют соотношениям

lim у (ТД = оо, lims(Tfe)=0.
k—*оо

Пусть х > 0 и Ф), (ж) — множество точек в Е3, расстояния которых до 
•отрезка vk не превосходят х. Проведем через каждую точку прямоуголь­
ника Вк П Р П Фл(/с2/з) перпендикулярно к нему и внутрь пространства Вк 
отрезок длины к3/\ Объединение этих отрезков' образует некоторый парал­
лелепипед Tfe с: Вк. Положим

=тУ1 Jpm (ф* (i)) (Yj] > 

где рт = 1т о ат »g~\ qm = ik ° imk ° a im и ik' — вложения соответст­
венно Ат и Ск в D. Требуемая последовательность тел в D построена. Дей­
ствительно, Тй гомеоморфны замкнутому шару по построению и, как не­
трудно вычислить,

»(ТЭ = 2Г»+15Ь_», „(Т1)=^- + ^Гф^0.

6°. Риманово пространство G3 получается из D сглаживанием и удале­
нием некоторых особенностей. Зададим произвольно сходящуюся к нулю 
последовательность чисел ек > 0. В дальнейшем, без специальных огово­
рок, предполагается, что числа эти достаточно малы. Пусть Ак и М>, соот­
ветственно замкнутые е(1-окрестности лучей pi(kk) и рДцД. Окружим от­
резок некоторой гомеоморфной замкнутому шару окрестностью Uk.
Потребуем, чтобы Uk с: Tft, Aft Q М(, = ф и чтобы пересечение границы Uk с 
Лк (МА) состояло из кратчайших отрезков, соединяющих некоторую точ­
ку на луче pi(kk) (рДцД) с границей Л* (МД. Из середины отрезка vs 
проведем луч в направлении, противоположном направлению лучей X,t 
и щ. Потребуем еще от Uk, чтобы ее граница пересекала луч рДВД в един­
ственной точке.

оо
Рассмотрим теперь пространство D' = D \ [ (J (Uk U Pi(lk)) ]• Метрика 

fc=-l
в этом пространстве внутренняя и индуцируется объемлющим пространст­
вом D. Из построения следует, что D' гомеоморфно Е3. Окружим в D мно­
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жество Uhijpt^k) окрестностью Vk, гомеоморфной Е3. Потребуем, чтобы 
тело (Т,; \ Vft) cz D' было гомеоморфно замкнутому шару и чтобы его объ­
ем р(Тй \ Уй) и площадь s(Tft \ Vk) удовлетворяли соотношениям

lim ^(ТДУ^) = оо, lim s(T;<> \У/г) = 0.
k—>00 k—*00

Пространство D' имеет меньше особенностей, чем Г). и сохраняет нужное 
нам изопериметрическое свойство. Особые точки D' располагаются только 
на лучах pi (ХА) и рДщ).

Введем в Е3 цилиндрическую систему координат (р, 0, z),O<p< оо, 
О 9 < 2л, — оо < z < +оо. Зададим в множестве УДО < р ei.., О < 
< z) риманову метрику при помощи линейного элемента

ds2 = dp2 + a2<702 + (Zz2, 
где

a = p+EAW’

Обозначим через Fи F-ai пространства, изометричные Fh, а через Flh' 
(F2k)—множество точек в Fik (F2h). расстояния которых до оси симмет­
рии Flk (F2k) равняются е!;.

Удалим из D' внутренние точки множеств Л* \ Uh и M/t \ Uk и полу­
чим некоторое пространство D". Риманово пространство G3 получается из 
D", Fib и F2h отождествлением по изометрии границы множеств Ak \ Uh и 
М>, \ Uh соответственно с Flh' и У/.

Пусть отображения б: D"-+G3 и A,,.: F„-,^G\ m = i, 2, являются 
вложениями. Продолжим б до гомеоморфизма о: D' G3. Так как <т — го­
меоморфизм, то тело Т/ = о (У \ У) гомеоморфно вместе со своим про­
образом замкнутому шару. Ясно, что о можно подобрать так, что

lim у (Tj.) = оо, lims (ТД = О,
k^-cc

где п(Т/) —объем тела Т/, a $(Т/) —площадь его границы.
Пусть точки Xi и Х2 лежат соответственно на осях симметрии прост­

ранств Fik и F2k. Если точки A±(X’i) и А2(Х\) лежат достаточно далеко от 
о(У), то, очевидно, их можно соединить в G3 двумя различными геодези­
ческими. Также очевидно, что точки X, п Х2 можно подобрать так, что эти 
геодезические вместе образуют одну замкнутую геодезическую.

7°. Риманово пространство G" = G3XEn~s, п > 3. Метрика 
в Gn определяется при помощи линейного элемента ds2 = ds 2 + ds?2, где 
ds 2 п ds22 — соответственно линейные элементы для G3 и Еп~3. В Gn имеют­
ся замкнутые геодезические и последовательность тел с объемами, стремя­
щимися к бесконечности, и с площадями границ, стремящимися к нулю.

Доказательство последнего утверждения не представляет принципи­
альных трудностей. Мы его опускаем.
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