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Исследование разрешимости квазилинейных эллиптических уравнений 
высшего порядка впервые было проведено в работах М. И. Вишика (') и 
продолжено затем в работах Ф. Браудера, Ж. Лере, Ж. Лионса, Ю. А. Ду­
бинского и др. (см., например, обзор (2)). При определенных предположе­
ниях доказано существование слабых решений для квазилинейных урав­
нений дивергентного вида.

О гладкости полученных обобщенных решений известно мало. Морри 
(3) доказал, что решение является гладким вне локально компактного мно­
жества меры нуль. При ряде существенных ограничений плоский случай 
рассмотрел Нечас (4) (помимо естественных условий предполагается 
включение оператора в некоторое параметрическое семейство, условие 
дефинитности его вариации и др.).

Известны примеры (5~7) регулярных вариационных задач, обобщенные 
решения которых не являются классическими, и показывающие, что урав­
нения высших порядков существенно отличаются по свойствам решений 
от уравнений второго порядка. В связи с этим возникает ряд вопросов для 
уравнений высшего порядка: определить минимальную гладкость обоб­
щенного решения, обеспечивающую его классичность, выделить классы 
уравнений с регулярными решениями и др. Эти вопросы рассматривают­
ся в настоящей работе.

1. Здесь строятся аналогичные указанным в (5_7) примеры регуляр­
ных вариационных задач с негладкими обобщенными решениями. Эти 
примеры показывают, что полученные ниже результаты являются точ­
ными.

Пусть п )> 2, X — произвольное число, удовлетворяющее неравенству 
1 < А. < 2 — х/2п, <р(£) — функция класса С“ на 7?’ такая, что <p(i) = 1 
при t > | А|, ср(i) = V217.1 при t < v21AI.

Тогда функция u(x) = |x|x является обобщенным решением в шаре 
В = {х Л" : \х\ ^7 1} уравнения Эйлера функционала

_  [(я -р л — 2) 41Д- А — 1 ] • [п л — 3 —|— сТ1 (X — 2)]
2 (2 — А) (ге + А — 2)

где

п

Выбирая сц так, чтобы <т2 было положительным, добьемся эллиптично­
сти уравнения Эйлера функционала J(и).

Сделаем несколько замечаний.
1) При А, близком к единице, получаем пример негладкого решения 

регулярной вариационной задачи в случае п 3.
2) При А, близком к единице, произвольном q, 1 < q < 2, и достаточ­

но большом п, получаем пример решения регулярной задачи, принадле­
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жащего В‘2+'1гП , но не являющегося регулярным. Определение пространств 
Врг см., например, в (8).

3) При л, близком к нулю и отрицательном, имеем пример неограни­
ченного решения при п 5.

2. Сейчас будут указаны условия регулярности обобщенного решения 
уравнения

2 (-1Г//Х0О u,...,Dmu) = Q. (1)
|a|=Cm

Здесь a — (щ,...,a„), а. целые, Dau = ‘... и, D‘u = {Dau\

|a| = /}, x = (xh ... ,xn) eQc/r,
Еще С. H. Бернштейном (при m = 1) были выяснены условия, кото­

рые следует считать естественными при изучении регулярности решений. 
Это условие эллиптичности, которое для уравнения (1) будем писать в 
виде

2 (*,!)«ХЖШГ 2 G>0; (2)
|a|=l₽I==m |a|=m

здесь AaP (х, g) = дАа(х, g) / dgf, Р 2, g = {ga: | а | < т} е В'1. Есте­
ственными являются гладкость Аа(х, g) и оценки на рост функций 
Аа(х, g) и их производных. Предполагаем, что функции Аа дифференци­
руемы по своим аргументам ['/гп] + 1 раз и имеют место оценки с поло­
жительной постоянной С2 при xgQ и сЕ/Г4. |а| т, |₽| + |?|

['М + 1:

| D^DlAa (х, g) | (1 + | gv I) C., (1 - | g 1Г1, (3)

где у = {ya: D% = Ц (d/dga)Y“, gY = Г1
jaj^m ja[<m

Функция w e lE’r," (Q) называется обобщенным решением уравнения 
(1), если для произвольной v е jypm(Q) выполнено равенство

J 2 Аа(х, и,..., Dmu) Dav dx = 0.
Q I a Km

Пусть — произвольная строго внутренняя подобласть области Q, 
%(х) е Со“ (Q) и при х е g(a;)=l.

Теорема 1. Предположим, что выполнены условия (2), (3) и и(х)— 
такое обобщенное решение уравнения (1), что при | а | = 1131 = m

(1 + | Dau \?-2D*u-l<= ВТ (Q). (4)
Тогда и (х) е Ст (£У).
Дальнейшее повышение гладкости и (х) следует из результатов (9). 

Отметим, что, как показывает замечание 2), в условии (4) нельзя заме­
нить В'рп на В'^гП при q < 2.

3. Установим сейчас регулярность обобщенных решений в плоском 
случае (п = 2) при выполнении только естественных условий.

Теорема 2. Пусть п = 2, выполнены условия (2), (3) предыдущего 
пункта и u(.zje ^“(Q)—обобщенное решение уравнения (1).

Тогда u(x)^Cm(Q') для произвольной строго внутренней подобласти 
Q' области Q.

Регулярность решения вблизи границы дает
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Теорема 3. Пусть п = 2, с'О £ Ст- ’, б 7> О, выполнены условия (2), 
(3) и п. 2 и при х, принадлежащем некоторой окрестности dQ,

AaS>(x, £)= А?а(х, %), I а| = | Р| = пг.

Тогда всякое обобщенное решение и(х) уравнения (1) принадлежит 
С"1- X(Q) с некоторым X > 0.

4. Рассмотрим теперь вопрос о регулярности обобщенных решений 
уравнения

2 (-i)WDa{aa^x,u,..„ Dku)D^u} = 0 (5)
|о|, IP|s"m

при к <Z пг. Предполагаем, что дО. е Ст, аа$(х, |')— непрерывные функ­
ции (х, ^')е^Х R', g' = {В«‘- ]«| к} <= R' и имеют место оценки с 
положительными А,, к>:

2 аар (х, £') т]аг]р > кх 2 (6)
|а|=|р|=т |а|=т

КДа:, g') I с кг, I а I, I р I т. (7)

Регулярность решений уравнения (5) дает
Теорема 4. Пусть выполнены условия (6), (7) и и(х) ^. Wd"'(--)— 

обобщенное решение уравнения (5).
Тогда при п = 2 (т — к) и(х) е Ст (Q).
Замечание 1) п. 1 показывает, что при п < 2(т — к) утверждение тео­

ремы не имеет места.
5. Укажем в заключение условия непрерывности обобщенного реше­

ния. Рассматриваем решение уравнения (1), предполагая выполненными 
неравенства с Cit С2 > 0:

2 Аа В) ?а С1 2 I 1Р — ^2> (8)
|а|=т |а|=т

|Ла(ж, g)|^C2(l + IB])*-1, |a|^m. (9)

Предполагается, что гладкость дТ> обеспечивает применение теорем вло­
жения для И7,,т(--)-

Теорема 5. Если функции Аа(х, S,) измеримы и удовлетворяют не­
равенствам (8), (9), и (х) е Wpm (й)—обобщенное решение уравнения 
(1) и п = тр, то и е С (й).

Замечание 3) и. 1 показывает, что утверждение теоремы не имеет мес­
та при п > тр.

Отметим, что ограниченность и(х) в условиях теоремы 5 доказана в 
(10). При тр > п утверждение теоремы 5 следует из теорем вложения.
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