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В работе (3) рассматривался вопрос о соотношении понятий равномер­
ной устойчивости по Ляпунову и равномерной асимптотической устойчи­
вости для ограниченных решений периодических систем. Здесь изучается 
аналогичный вопрос для почти-периодических систем и полученные соот­
ношения между двумя типами устойчивости используются для формули­
ровки теорем о почти-периодичности ограниченных решений в терминах 
устойчивости по Ляпунову.

Пусть система дифференциальных уравнений

х = F(x, t) (1)

с непрерывной вектор-функцией F(x, i), определенной в цилиндре 
CG = G X Z, G cR\ I = (— оо, +<х>), удовлетворяет обычным требова­
ниям почти-периодичности по t равномерно в каждом компакте по х (*). 
Будем говорить, что некоторая точка г’ е G притягивает из своей 
Д-окрестности, если шар |]ог0 — ж*|| Д лежит в области притяжения ре­
шения x(t, х*, 0) при t = 0. Если каждая точка х* некоторого множества 
Q притягивает при t — 0 из своей Д-окрестности с общим для всех х* е Q 
радиусом Д 2> 0, то будем говорить, что Д-окрестность множества Q ле­
жит при t = 0 в области его притяжения.

Будем считать в дальнейшем, что решение Ф(0 погружено в ограни­
ченную область Г, Г cz G, вместе со своим замыканием.

Лемма. Если ограниченное (при i 0) решение Ф(£) почти-перио- 
дической системы (1) равномерно устойчиво по Ляпунову и если некото­
рая А-окрестностъ множества Q — его а-пределъных точек лежит в об­
ласти притяжения этого множества при t — 0, то Ф(^ равномерно асимп­
тотически устойчиво.

Заметим, что в условиях леммы решение Ф(£) заранее не предпола­
гается даже просто притягивающим хотя бы при t = 0, а утверждается 
существование некоторой б[0, -трубки решения Ф(0 постоянного радиу­
са б > О, притяжение из которой равномерно.

Если решение Ф(£), (— оо, оо), устойчиво по Ляпунову равномер­
но относительно tB е (— оо, оо), то имеет место равномерное притяжение 
из б(Д)(-0О, „)-трубки. Нужно дополнительно к условиям леммы потребо­
вать, чтобы А-окрестпость множества a-предельных точек также лежала 
в области притяжения этого множества при t = 0.

Заметим, что выполнение локальной теоремы единственности для си­
стемы (1) в условиях леммы не предполагается.

Теорема 1. Если ограниченное, равномерно устойчивое по Ляпу­
нову решение Ф(£), t 0, системы (1) погружено в цилиндр СГ вместе 
со своим замыканием и притягивает из Г при t = 0, то оно равномерно 
асимптотически устойчиво.

Из условия теоремы следует, что существует область Го, Го сл Г, со­
держащая Ф(£), t 0, вместе с замыканием. Пусть d = р(Г0, <9Г) >0 — 
расстояние от замыкания Го до границы Г. Тогда каждая со-предельная 
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точка хш решения Ф(£) содержится в Г вместе со своей d-окрестностью. 
По условию теоремы все решения с начальными данными при t = 0, ле­
жащими в этой d-окрестности (в том числе и x(t, ха, 0)) притягиваются 
к Ф(£) при t —>• —|-оо, Значит, точка х,, притягивает из своей d-окрестности. 
Так как d — общее для всех со-предельных точек решения Ф(£), т° оста­
ется применить лемму.

Если Ф(£), (— оо, сю), устойчиво по Ляпунову равномерно отно­
сительно t0 е (— оо, оо), то, очевидно, точно такое же рассуждение годит­
ся и для a-предельной точки ха и поэтому притяжение окажется равно­
мерным из 6(A) х -трубки.

В следующей теореме содержится утверждение, в некотором смысле 
обратное к утверждению теоремы 1. Предполагается, что система (1) 
и каждая система F* (х, t) класса H{F(x, t)} (‘) удовлетворяет локальной 
теореме единственности.

Теорема 2. Если ограниченное решение Ф(£) системы (1) равно­
мерно асимптотически устойчиво, то оно равномерно устойчиво по Ляпу­
нову.

Если ограниченное решение Ф(£), te( — оо, сю), притягивает равно­
мерно из А«,)-трубки, то устойчивость по Ляпунову, очевидно, ока­
жется равномерной относительно i0 е (— оо, оо).

Если Ф(£)—почти-периодическое решение, то теоремы 1 и 2 дают 
критерии равномерной асимптотической устойчивости.

Теорема 3. Для того чтобы почти-периодическое, асимптотически 
устойчивое решение Ф(£) системы (1) было равномерно асимптотически 
устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы оно было равномерно устой­
чивым по Ляпунову.

Необходимость утверждается в теореме 2 даже для любых огра­
ниченных решений.

Теорема 1 дает возможность заменить требование равномерной асимп­
тотической устойчивости требованием равномерной устойчивости по Ля­
пунову в некоторых теоремах о почти-периодичности ограниченных реше­
ний. В следующих теоремах все системы класса H{F, (х, t)} удовлетворяют 
локальной теореме единственности. Заметим, что если Ф(£), t 0,— огра­
ниченное решение системы (1), равномерно устойчивое по Ляпунову или 
равномерно асимптотически устойчивое, то имеется также ограниченное 
решение Ф*(£), tE (— оо, оо), обладающее такими же свойствами, но 
равномерно на всей оси (— оо, оо). Достаточно взять Ф*(0) = 

1 1
= lim Ф(т( —)), где т(— ) —уточняющаяся последовательность поло- 

п-,х п п
1

жительньтх — -почти-периодов для F(x, t). Поэтому дальше мы будем 

иметь дело именно с этим решением.
Теорема 4. Если Г лежит в области притяжения при t = Q равно­

мерно асимптотически устойчивого ограниченного решения Ф(0, 
е (— оо, оо), то последнее является почти-периодическим с модулем по­
казателей Фурье, содержащимся в модуле правой части системы (1).

Эта теорема следует из теоремы 3 работы (2).
Теперь, используя теорему 1, получаем следующее утверждение.
Теорема 5. Если равномерно устойчивое по Ляпунову, ограниченное 

решение Ф(£) притягивает из Г при t = 0, то оно является почти-перио­
дическим, удовлетворяющим включению модулей.

Действительно, теорема 1 гарантирует равномерное притяжение из 
некоторой 6-трубки, а тогда теорема 4 гарантирует почти-периодичность.

Наконец, теорема 5 дает возможность определить системы с конверген­
цией более слабыми требованиями, чем обычно (без предположения рав­
номерного притяжения даже из узкой трубки (Е)), и все же гарантиро­
вать при этом почти-периодичность предельного решения.

Системой с конвергенцией назовем систему (1), имеющую 
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равномерно устойчивое по Ляпунову ограниченное решение Ф(£), 
е (— оо, оо) (предельное решение), асимптотически устойчивое в целом. 
Здесь мы нигде не требуем равномерного притяжения.

Теорема 6. Предельное решение (£>(£) системы с конвергенцией яв­
ляется почти-периодическим, удовлетворяющим включению модулей.
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