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Уравнения нелинейной геометрической оптики (н.г.о.) используются
для описания самовозденотвня интенсивных: пучков электромагнитных
ноли в нелинейной среде (‘) , При таком описании поле волны л каждой
точке среды характеризуется значением интенсивности W и направлени¬

ем луча, проходящего через данную точку , Для вывода упрощенных урав¬

нений, описывающих распределение этих величин в среде, полагают , что
нелинейные отклонения лучен от основного направления распростране
пня пучка малы, а модуль волнового вектора постоянен. Нелинейность
среды описывается малой добавкой к значению диэлектрической проницае¬

мости, причем эта добавка пропорциональна интенсивности пучка в дан ¬
ной точке. Для ряда задач о самовоздействии пучков такое приближение
недостаточно. Ниже для случая s-подариладил найдены уравнения н . г.о,,
свободные от этих ограничений, и даны некоторые результаты анализа по-
лученпых уравнений.

1. Рассмотрим монохроматический пучок, распространяющийся в изо¬

тропной среде с диэлектрической проницаемостью е= Ле; здесь с,-, —
диэлектрическая проницаемость среды в линейном приближении, зависит
от интенсивное'!и пучка 11 ". I (римем направление распространения пучка
за ось z и рассмотрим случай, когда в плоскости, ортогональной все ж:'
личины, характеризующие пучок, зависят лишь от я, Пусть нелинейная
среда занимает полупространство г > 0, Ограничился рассмотрением эф¬

фектов, возникающих при стационарном распространении ’ с.табочеодно¬
родного пучка, когда характерный размер R. на котором существенно ме¬

няется амплитуда волны Е. много больше длины волны ( кИ 1 , к вол¬

новой вектор ). В этом случае можно воспользоваться приближением гео¬

метрической оптики. Положим в уравнении Максвелла

ЛЕ — gcad div Е + (е0 Ле ) Е - 0,

что Е= Е ... — Е,_\х, z ) exp \iktZ -f- ik»s{ x, ;) ], где кй

(1 )

Ех = Е , — 0, Тогда для медленно меняющихся функций безразмерной
интенсивности W = |Е„( х. z ) \ г\Е<>1 п«х (я:, 0) I*7 и набега фазы $ получим

0.
(2)

( 2) представляет собой систему уравиенпй и.г.о., пз которых первое —
уравнение эйконала , второе выражает баланс энергии.

Преобразуем систему (2) , вводя угол ip между направлением луча в
данной точке н осью с так, что

ris dx — к^к sin <р, as/ fiz = — 1 + kilk cosФ, к — -у- V е-
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Перейдем н этой системе к дифференцирован ITH> по траектории лу CJ;I

( a / i'f i ) и пп нормали, опущенной из начала координат па касательную
к траектории 1 > чл (о / Оо ) :

д I dl =! siл ф 0 / дх — cos ф 0 / дг , д /ф= сов ф с? / г?т sin ф # / Фг. (3)

Тогда система ( 2 ) примет вид

f i k I Вр _щ i B t = о, B {W k ) ; d i ч wkdy. /ф = а (4)

Прообразованном перомепттмх эта система может быть сведена к линейкой
( ) . Будем рассмаТрикать it г ф как церемонные, а р и ! F ;;IK функции.
Тогда , представляя производные в (о) в виде якобианов н умножая оба
у равнения (5) на :> ( р, / ) > В ( IT', <р), полу ним

д? 2
r>J
сн\ - О, II " * + (1 -Ь «И7) 39

t ' lV Уф
О _ 1 SVf°’ * -ТШ ' (5)

Уту систему можно, как и в гидродинамике, свести к одному уравнению
второго порядка , воспользовавшись преобразованием годографа , Бведеи

‘фупкшш ' 1' так, чтоби 1= а~' Вц i i )\Y \ о — — chf ,гйф. Тогда на (а )
кгнпюм

I,, и - <*Ч- д я дЪ - ,У) [ п т ^7Ш ; + ~W ~
ftp - 0. (6)

Если здаст, коэффициент ;ijp '
' при некотором I Г — И меняет знак,

то уравнение (о ) принадлежит к смешанному типу : при <J >

{б ) — гипербол п ноского типа , а нри E l i ' ""7ЛТ~: э ллиптич е с к о г о .
П этом важное отличие (6) от так называемых (укороченных » уравнений
н .г.о. ( ' ) , которые следуют на (2 ) при <[ ^ 1, \е — fiM (fi — const,

'. I ). Последние принадлежат к эллиптическому гппу (при |J 0) и
Описывают фокусировку лучей, в то время пап ил ( б ) видно, что после пе¬

ресечения линии W ( p , I ) - - 11 ". в плоскости ( о, t ) фокусировк я может на ¬

рушиться. Линия И7ф, i ) = ТЕ . для уравнении л,г.о. является линией
перехода .

Рассмотрим случаи достаточно медленной зависимости
II 1 г*"1щ . ‘л - 1 ; Пуста М ". - порешь уравнения д ( А’И7) д\\ О (Ели
ггрл 1[ И „ поток энергии А1Г достигает максимума , то ( (>) дает - вблизи
, i 35= пи перехода

Щ / об* - ббЧ1 / д№= 0, О )

где б= TVs — 0 = f fW.yk ( К7 , ) | ;lf |“ , M = d* { kW ) i dW\ Уравне¬

ние (7} является известным в гидродинамике уравнением Эйлера Три
коми (ради, плотности if скорости 55 потоке выполняют иитепснвиость
п групповая скорость волн в пучке) и , таким образом , имеется прямая л ми
тогия задач о распростраиегпги световых пучков вблизи ли =5Bи перехода
С задачами о течеипи сжимаемого газа rs околозвуковой области (;) . Эб:ш-
эн даили перехода при И7 <7 IV., у пучка возникает тенденция к расхож¬
дению . Этот случай соответствует фокусирующей среде (0.1s / йИ '| г „>> 0) . В расфокусируЮЕщи среде (otic ' 6 И ' | . < 0) можно , как известно,
фокусировать пучок, создания специальный профиль { BW / | £=4 > 0)
О) - Вблизи лишга йерехода пучок описывается (В ) , где б — W — 1Ф.
В этом случае зпаченпе W =г W „ соответствует минимуму потока энер¬

г ии , Расхождение идет при W s> Ж . (гиперболическая область) , значения
И - < И7» соответствуют фокусировке.
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Рассмотрим для примера случай «биквадратной# нелинейности

6 = е, + 2flW + yW\ £8}

Пусть И /,ип11.-Mi < |ft / y|. В фокусирующей среде ( 0 > О, у < 0)
IF* = £4 jv|)-l [3p 4-|0Ps + 8е*|у [ J ; в расфокусирующей (3 < 0, у> 0),
если 9fP > 8воу, то Wa — (4у-1) [3 j 01 — уяр1 +8е.,у] ,

Уравнения и г о, теряют смысл после образовании особенностей, что со ¬

ответствует пересечению лучей пучка и возникновению области неодно¬

значной зависимости ф от координат. Особенность может возникнуть еще
до появления линии перехода. Рассмотрим образование особенности на
примере задачи о Симоновдействии плоского ( ср | . =г = 0) параболического
пучка , имеющего на входе в нелинейную сроду распределение интенсивно¬
сти И*|..„ = 1 — хг; |х| ^ 1 ( “ ) . Решение «укороченных* уравнений н
этом случае предсказывает охлопывание всего пучка в точку, интенсив¬

ность и которой бесконечна. Н отличие от этого, уравнения н.г.о. (2) позво¬

ляют вычислил, конечную интенсивность в фокусе. Для этого произведем
в (2 ) преобразование переменных, считая х, г функциями TF, ф :

sih ф dz / &W — cos D дх / dW — a sin ф дх / бф a cos <p dz / дц= 0; (9)

( 1 4- <Пйт ) sin ф. dz I Щ ( I 4- a.W ) cos ф дх / d<f —— W cos <р dz j dW — W sin <p dx / dW = 0. (Ю )

Рассмотрим с помощью ( б ) . (10) самоьоздействие лучку в среде с нели¬

нейностью (8) , Разложим sin ф и cos <p, удерживая члены, содержащие (1 и
V в первой степени (этим учитывается изменение j k|) T Производя после
этого в (9) и (10) преобразование годографа (:|)

(11)

найдем, что уравнение эйконала (9) обращается яри этом в тождество (с
точностью до членов ^ ft. Ф; весь дальнейший расчет вдет с этой же точ¬

ностью ) ; (10) приводит к уравнению второго порядка для ф, 11водя эллип¬

соидальные координаты (е, р) : TF, = ( 1 4 г ) ( I — ф) , и — 2et|, где

( 12 )

граничные условия к ( 12) , соответствующие плоскому параболическому
пучку:

#4 / f>Ti ]« =* — 0; бф / (Зе|,= п = — 2т1*. ( 13)
Решение уравнения (12) , удовлетворяющее (13) , имеет вид

4 = CoQv ( г*) -I Р2 (Т } ) [ C -tQiiis) I I>2 Pa {i£)] -- P -t Pi ) К7Л 'э> ) -

2e* 14eY‘

35 + 33
(l'O
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Здесь Q „— (:.ттлющешше сфероидальный гармоники второго рода, Р„— по¬

линомы Лежандра

<Ч-*М )] с* ~ ~ 4[* + @ С-^)] •
с» _ шр { п_ _ v

ЗГ> 70 За )
В. =т[‘+ Р (-

L 113 — t7G7.y 1
Ж 1 I

Щ { 7 9 Ц_ .

33 } '

(15)
/ . л111’ » 57 ,17

4 ^ ЗГ ("fir 35

Из (15), (14), (И) следуют явные выражения для х и t. Приведем ;пи вы¬

ражении лишь в области больших значении питсйсивнести вблизи оси
1; ;

г 4rr?+ w;’+?)] •-+[+-*+"и-ч ! *

' - IK15-$;><>•

(10)

’Ути @5H8FFO содержат особенность, физический смысл которой состоит is
том что д и iиии JOT гюраейкять ост . пучка (аберрация). Условии воз-
нпкыовешгя такой особенности ( s) следующие;

х= 0, (to / aejy=0, (to / £ ), — .
Особенность находится а тонко х=0. fc= л / 4. Интенсивность в один
точно

(17)

Кик видно из ( 16) , для осевой аберрации требуется, чтобы у > 7.
Поело особой точки возникает неоднозначность в распределении интенсив-
лостн н направлений лучей и пучке. Уравнения (2) в этих областях не ¬

применимы.
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