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1 '. Задача построения минимальных схем для заданных булевых функ¬

ции одна из основных в теоретической и практической кибернетике.
С, В, Яблонский высказал гипотезу, что паилучпгам методом минималь¬

ного синтеза является так называемый «тривиальный перебор* (’) . Извест¬

ные результаты ( ', Е ) хорошо согласуются с этой гипотезой,

В настоящей работе на оснопашш некоторого представления о работе
вычислителя введено понятие блокового алгоритма (б.а). Рассматриваются
три «информационные» характеристики б,а.: емкостная (объем блока),
рел;нм работы п ширина. Исследуется сложность решения в классе б.а .
следующей задали у- ( / ) : по булевой функции } установить, возможно лп
реализовать f схемой ни функциональных элементов (:) ) , сложность которой
не выше t. Показано (теорема 1), что в широком диапазоне значений пара¬

метров вложение некоторого варианта переборного процесса в класс б.а .
дает серию алгоритмов для решения задачи у (/ ) , асимптотически панлуч ¬

ших по совокупности трех характеристик. Далее рассматривается вопрос о
приближенном решении задачи а,(/ ). Теорема 2 утверждает, что существен¬

ное уменьшение характеристик алгоритма в сравнении с указанными в
теореме 1 существенно снижает «точность результата».

При доказательствах используются методы синтеза схем , разработан ¬

ные О. Б.ЛуПановым (\ *) , и «техника следов» ( ь ) ,
2е. Работу вычислителя (в частности, ЦВМ ) в довольно общих чертах

можно описать следующим образом. G процессом решении задачи связано
некоторое множество переменных (входные, выходные, промежуточные) .
Каждой переменной отведено определенное место и устройстве памяти
(определенный «блок» ). За один шаг процесса вычисляется текущее зна¬

чение одной из переменных («активной» на данном шаге), результат вы¬

числения заносится в соответствующий блок и указывается переменная,
активная на следующем шаге. Процесс продолжается, пока не будет до¬
стигнуто одно из строп-состояний. Предлагаемый ниже класс алгоритмов
возник п результате уточнения этого общего представления и введения
условия типа «локальности», которое состоит в следующем. Каждому блоку
сопоставляется некоторое (произвольное) множество блоков — окрест¬

ности Шаг работы алгоритма полностью определяется состоянием окрест¬

ности активного блока и осуществляется в пределах этой окрестности.
Дадим формальное описание блоковых алгоритмов. Фиксируем алфавит

В — {0, 1 р — 1}, р5s 2. Множество всех слов в алфавите В обозна ¬

чим через В’ . Подмножество В' , состоящее из всех слов длины л, обозна ¬

чим через В’1. Э л е м е н т а р н ы й б л о к о в ы й а л г о р и т м (э.б.а.)
представляет собой четверку множеств
А" = <!» , О, Й , Ф> = <{В , Д,} , К . . . ; оЛ , {to «,},

(D > .. . , <j>4>.
t ) В, (i = 1, .... я? ) — б л о к п а м я т и, С блоком Б. связана пере ¬

менная со значениями из В” , которые будем называть с о с т о я н и я м и
б л о к а Б С о с т о я н и е м н о ж е с т в а М (Л/ £ В ) — это упорядочен
пая совокупность состояний входящих п него блоков. Текущее состояние
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множества. М будем обозначать через XL а множество нсех возможных от¬

стояний М — черна { } .
2 ) О; ( Б . е= о , = /» ) о к р е с т н о с т ь б л о К а Б^3) Шг (со , S {oj} ) - м н о ж е с т в о с т о и - г о с т о si н и й „ птжшных

с Д.

4) ф ;: {,п - } \ы . — Л* X fli — р а б о ч и й о и о р а т о р б л о к а Б .
Пару А = < Я , А) будем называть к онфи г у р а ц ii е й, а блок Б —

а к т и в н ы м н кчжфигурации А . Пусть имеется конфигурация К =— ( -й , А), в которой состояние окрестности От есть бь Если о , «в . , то
конфигурацию А будем называть а а к л ю ч и т о л ь н и ii . Пусть о ,ф ю , и
фг (Оь) = <7 » А\ > т je5*

t Конфигурацию* полученную нз А’ заменой со¬

стояния блока Б . словом q п иктиниого блока Б . блоком Б , обозначим через
( К ) VСо всякой конф £ I а у рациен А’ бу;и*м связывата , иослод< aият« ?лыи:>сть кон-
фигураций (конечную или бесконечную ) Л" ( А) = ( А , (А ) 7, ( ( К )г}\ . , . ) „
которую будем называть п р о ц е с с о м п е р е р а б о т к и к о н ф и i у р я-
ц £1 и А погредстиом ло ,а , А° (последоватольпость обрывается» как только
в ие ii ветречается зак;i киште;i ьии s i mп\ф £ iгу paiinя ) г

Словарную функцию {с.ф. ) F : В* > В\ область определения которой
Хг содерябится в В при некотором и, будем называть э л е м е н т а р н о й
с л о в а р н о й ф у н к ц и е й (жс .ф . ) .

Пусть наряду с п.б . га . .1 заданы функция р: { 0 , 1 , . , . , и] — В* и мно¬

жество \ = {б|, . . . , ft , } , А « : (?? , — *- Вт дек о д и рую 1Ц и х о it е р и т о р о в.

С каждым словом q = Ц\ . . , qu *= В* будем связывать конфигурацию
А’

. , ( »у ) , задаваемую следующими правилами:
1 ) состояние блоке Б , (J = 1, « * . , w ) есть слово 5= = 9Ч . . . где

{А т iv ] — множество всех таких i ( Г^ £ ^ к ) , расположенных к по¬

рядке возрастания , что p (i) = Б (если ц ( г ) Ф Б при i = 1. . . . , и , то
- пустое слово) ;

2 } активный блок есть и (0) .
Скажем, что э .б.а Av ( и , Д )-вычисляет э.е.ф. F если для

любого q . AV последовательность Л ° ( А^(д ) ) конечна и заключительной
в ней является конфигурация <А /*

'
, ) ., в которой состояние оtе «и . таково,

что б , (и ? ) = А" ( .:/ ) . Будем говорить » з.б .ж А'' в ы ч и с л я е т э.е.ф ., F\ если
он ( и . Л ) - вычисляет A irpii некоторых и » Д.

Б л о к о в ы ы ал г о р и т м ом (б .а , ) А назовем носледователтупость
{ АХ ,4 , , , . . } о .б.в . Пусть F с .ф. и {чь и . ., . . J поелсдоватедьпость всех
таких и, расположенных в порядке возрястапня , что множество XF \] В ' 1

непусто, Функцию F можно iюниметь как последовательность о .с .ф ,

{АД А -Д . . .} , где F { п = 1, 2, , . . ) задается условиями AV' = Xw f\ Bu'1

и для всякого qе Хг* выполнено F., " ($) = F ( q ) r Скажем , что б.а. А =
{ДД} в РьТ ч и с л я е ‘1 с.ф , F — {AV}, если при каждом п о .б.а. А г," ESLI

числнет ягс.ф . АД
З а м е ч а н и е , При таком определении б.а. могут вычислять и не час¬

тично рекурсивные с .ф . Чтобы избежать этого, можно потребовать, чтобы
последовательность ОГ1 Qn, рПт л — 1, 2, - • • - была рекур-

спвиой. П JJ i I атом результаты работы полностью сохраняются (при сстост
венных условиях, что функция I = I (л ) , характергктующая задачу } ( / ) .
общерекурсивна и чеса элементов (;: ) ратцшпальпы) ,

3", Пусть з.б.л . .1' (|i, А ) -вычисляет э.е.ф. F\ Для произвольного q е X ,

через .*v ( /> , , t}) обозначим максимальную из длин слов, которые яилялиA5,

состояниями блока /> . в процессе /Г (А ( г/ ) ) , в через г Л* ( Б q ) — число, по¬

казывающее сколько раз и юн Б { в процессе Л (А ., ( у ) ) был активным. По
долгим *

* На самом де;п * ! . 1 ' ) и п . 1 °) аайнеят от F° и {|л. Д '| , по в дальнейшем начли
будет указываться, какую фут . и.ию L ' вычисляет алторптм, в с каждгт вэрпз!
<Л", F"> будет связываться вполне определяйнов (но произвольное * (р , Aj - Bs.cnii ' -

лсиие .
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s{An)= max вАщ (Ь\, q), r ( A° ) = max rA.( B,„<] ).
n E.E, АеДГрп £ J&E . ч

Прежде чем определить третью характеристику. введем iiouame шири¬

ны ориентиреиашюго графа, основанное на некотором ттуитнпном при¬

ставлении . Пусть имеется ориентированны!i граф О со множеством пер
пгптг Г. Дли V П'" — Г ) через V обозначим множество J” .Д\ Скажем, что
множество вершин R {И ш V ) б л о к и р у от V , если любой путь из V' к I "

проходит через вершину из R, Будем говорить, что множество вершин //
о т д е л я е т У, если И П У блокирует У, а П f[ У' блокирует V'. Пусть U —
произвольное упорядочение множествл Г Всех вершин графа ( т , Через
1р (*) обозначим множество первых г- вершин при умори ,точении С/, Дсеиоз-
ыожные множества //, отделяющие Г г 0 ) , будем обозначать lfr'~ { i ) ( о -

L 2t .. .).Шн ри в о й г р а ф а С назовем щмтгтнпу
h {G ) = тш max min | //£ ( £ ) ]

V 1<«Г 1

(если М — множество, то |itf| означает мощпость .V/ ) . Пусть имеется э .б,а.
А' = („К , О , L> . О4), Поставим ему и соответствии орнептпровашшй граф
Ga<> A |Ь*| вершинами, потерий назовем i р а ф о м с в я з е й и.б,а . А*. Дли
итого

1 ) каждому блоку Б ?• сои иста в им neputpny у ,:
2) и < вершины у fi — 1 , . . . , | И \ ) приведен ну г ем п только тем

вершинам у„ отличным от \\, для которых соответствующие блоки В . со¬

держатся в о .
Ill ир и н о it з,б ,а . Л “ назовем ширпиу графа связей G л*.
Пусгь заданы с .ф. F = {/’ , "} н и .a , - I = {А ,,0}, вычисляющий F , Слож¬

ность вычислештн F будем характеризовать функциями sA(tt ) =s j(.4 K°)
гл (п ) = г{Лпв), Ад (л) -

4". Будем рассматривать реализацию булевых функций схемами из
функциональных элементов пал конечным базисом $ = {Е _ , , , , , £^} ( п ) ,

Каждый элемент А",- реализует булеву функцию, существенно зависящую
от т: аргументов, ы ому сан положительный вое р„ Под с л о ж н о¬

с т ь ю с х е м ы н а д А будим понимать сумму весов входящих в псе
элементов, С л о ж н ост ь ю L ( /) б у л е в о й ф у н к ц и и j назовем ми
нимильную из сложности схем, реализующих !. Обозначим через о вели¬

чину min
Е ,' щЛ -rt

Pi
m. — i Г ) .

Пусть t ( ra ) — некоторая функции натурального аргумента, Т1л множе¬

стве булевых функций f введем предикат

, I1- ес,ли ^/) < МЩ )\
{П [ 0 , L ( f )> ( ( n < ) ,

где п/ — число аргументов функции }. Каждой булевой функции j сопо¬

ставим набор C,; ее 2 гч значений / (оч, o ,t ) п р и расположении наборов
Ч

fair т / ) в порядке возрастании чисел 2 ’: t 1 Произвольный
i=i

предикат /? (/} на множестве булевых функций можно рассматривать Как
с.ф., определенную па словах у. е Е\ значениями которой нилнютсн одно
буквенные слова 0 п 1. Будем говорить, что б,з, вычи с л я е т п р е д и-
к a если он вычисляет соответствующую с.ф.

Те о р ем а 1. Пусть функция i (n ) удовлетворяет условиям *
n <g i ( n ) ^ р - 2

* Запись и(п) «sj p < n ) («(л ) ^ P ( 4 j ) олначет, Что ГГт =0 {<ij.
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Тогда
1) вгли А произвольный б.а., вычисляющий P' ( f ) , и функции hA ( n),

(п ) и sA ( n ) стремятся к бесконечности,то ( здесь р |Z?|)

АлМ гл{«) (sA С«) + bgjAi («)) I I («) log* t (и);

2) для любых трех функций h ( n ) . г (п ) и s (n ) t стремящихся к беско¬

нечности и удовлетворяющих условию
h (п ) r ( n) ( s (п ) 4- logp h («)) = - у t («) logp t (n),

существует б.а.Л, вычисляющий P' и такой. что
h- (n) e^ h ( n), г^ (п )^ г (п), .?;*{«)^s(n).

Замечания. 1) Аснмо готически наплучшш; алгоритмы А получаются
вложением некоторою варианта переборного процесса в класс б.а,

2) Условие 1(ц ) является обычным ( 4 ). Условие р - 2п- г / л —шиглучшее по порядку (сложность функций от п аргументов асимптотиче¬

ски не превосходит р - 2" / п (£ ) ) .
Пусть на множестве всех бутовых функций / задан некоторый преди¬

кат Q’ U ) . В соответствии со значением предиката Q' функции от га аргу¬

ментов разбиваются на два класса 75?«1 и Эи1- Предикат Q: будем рас¬

сматривать как «приближение» предиката Р1 и будем считать, что слож¬

ность функций на больше / (п ) , а сложность функций из Э^ не выше
i(л). Для оценки возникающей при стом ошибки введем функцию

fy («) = niitif mi“ ТД?L
min М*> 1

L{/>|,

которую будем называть т о ч н о с т ь ю п р е д и к а т а Q'.
Т е о р е м а 2. Пусть функция t ( t i ) удовлетворяет условиям (параметр

р помещен здесь для наглядности )
n <^ t ( n ) ^ р - 211 / л.

Тогда , если существует б.а. Л ,вычисляющий Q\ так что

f t 0 (л ) гл (и ) (sA (п ) -f logp кл (п ) ) << -у I (п ) logp I. (л),
то (л) -* 0.

З а м е ч а н и е. Условие п<£ t (л ) обычное (*). При его соблюдении
остальные условия минимальны.
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