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О СИНТЕЗЕ ОПТИМАЛЬНЫХ УПРАВЛЕНИЙ В ЛИНЕЙНОЙ
ДНФФЕРЕНЦИАЛЬТШЙ ИГРЕ НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ
ВРЕМЕНИ С КВАДРАТИЧНЫМ ФУНКЦИОНАЛОМ ПЛАТЕЖА

( Представлено академиком И . И. Смирновым 18 III 1971)

1Viпоты Л . С. Понтрнгины П 11 И . Н . Кряссшскош (см . список литера ¬

туры д ( ) ) привлекли внимание к теории дифференциальных игр. Из¬

вестно, что имеется не много лядли достаточно общего титда (нппример ,

для дифференциальных ypaioierniii произвольно иыссшого порядка ) , и ко ¬

торых удается в яннои форме пойти услонин существования оптимальных
уиранлейий и сами оптимальные управлении . Ниже расематрицаютея за
Дачи такого рода ,

I " . Предположим , что состояние х системы и управления ии и - двухигроков в фиксированный момент времени оиигыилттгя всг;торами .г F
i= R\ и , i= R" -

Л и 2 t- Н" . (Здесь и ниже через К обогишчается к мерное
евклидово пространство. ) Предположим, что уравнение изменения состоя ¬

ния во времени имеет вид
dx/dt = Ах + Ъщ и = ! j, (1)

Л , Ь — постоянные вещественные матрицы порядков п X п и и X го » где
пi = го + гог. У]шкне11119 ( 1 ) 11редаоллгается управлаемьтм, т. е. рялг
и X пщ матрицы | 1 Ь. ЛЬ, * ? ,^"“ ^ЬЦ равен л. Пусть х* ^ В* — заданный
вектор. Функции щ — к , ( я?, t ) , щ. — м2 (^ f ) со значениями к1 R'" и
называются д о п у с т имыми па [0, 71] . если на [О, Г] существует аб*
1ч *л н :• гно нейрерыкия я фу иь”цня х { t ) (наактаомая соответствугощим \ieme-
наем ) такая , что я (О )- я01 \ и [^(Oi 0 \е £ (0, П - 7 = 1.2, п для х=— л? ( if ) „ и , = Wj[a? (f ) , £], / = 1 , 2, почти всюду на [0t Т \ выполнено ( 1 ) .
Пусть 1? { хч и ) - вещественная квадратичная форма своих аргументов ,

причем F (0, н ) = и+ущ , — и+*у2щ где у\ _> 0, у* > 0 — матрицы поряд
ков mi X я? 1 и го .: X го-2 соответственно *.

Предположим, что первый игрок стремится минимизировать, а вто¬

рой — максимизировать функционал
г

J (ц,, ы,) = J F {!(/), и [*(*), и -=|^| (3)

где я: ( f ) — соответствующее решение **. Допустимые управления щп, nJ
называются о и т и м а л ь н ы м и, если для любых управлений uiv иг таких,
что пары ( w я °1 «г) , ( « I , W) допустимы, выполнено

* Запись С > П (О ^ О ) , где С — матрица порядка к х Ау означает, что С = СЛ
в для . Iитого вектора - ф 0 порядка к выполнено z*C z > ("I | 7 WC" > 0) . Звездочка
здесь к ниже означает эрмитово сопряжение (в частности , транспонирование в слу¬

чае вещественных векторов и матриц и комплексное сопряжение в случае вещест¬

венных чисел). Через h обозначается единичная к X к матрица.
** Практический интерес представляет случай, когда х* 4

f r*~

стояния игроков и F ( z4 u ) = ( j| £2 ) *G(I1 — -Га ) + — Т1аФУз»1, где С? >. О,
Vi > 03 уз > 0. В атом случае , говоря образно, но неточно, первый игрок стремится
няннмнзнровать, а второ ii — максимнаиреват 5» квадратичное утодненне между ними,
причем одновременно оба игрока стремятся достигнуть своей цели с минимальными
затратами иа управление,
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Hnii;o устанавливается достаточнее условие существеняннс оптимальных
управлений и приводитси. алгоритм их построении, (Функции и?, и* ока¬

зываются липеГш1-5ми функциями л , )
Пусть л — комплексная, са — вещественная переменная и В(А) — НЦ-

Е^оторын скалярный пли матричный многочлен , В ( ?, )= ЛДл + - - -\~ Вк.
Через В( Х) v Пудом обозначить многочлен ^( Л,) '7 — [Я ( — Л* ) ] * =
= Др* ( — £) -т 4- . . . + Вц*. Пусть а (Я) , |3 ( д. ) - - с!-а .!1щтыс многочлены . Че¬

рев ост (0|п ) ниже обозначается остаток, подученный от деления рШ на
п (А ) . Если Я (Я ) = |!;[1# ( Ь ) il матричный многочлен, то ост ( Д [а ) =
— !|ост ( pyi (а ) ||. Через <«, р) обозначаемся общий наибольший 45;итель
многочленес « ( >.} и (1 ( A) {со старшим коэффициентом , равным единице ) и
через < <1, В) — общий наибольший делитель п ( Х ) IE всех р. л (А ) .

Распространим с сохранением эрмитовости форму F ( x , и ) на комплек
смыв значении ,г п и м введем обозначения

П у к й !Ах = Х/п — Я , 6 (л) - сЫ Л*, <?{!̂ > = Й (М Л -,. , Г=|0 _ ,,а >

F ( А£ Ъи ,и )= н'П ( in)) н , Ф (ш) = 16 (iM)|sTI (iw), (4)
ф (йи ) — det[ <l> ( io> ) Г_ 11 | б (йв) [ _г,
й (й> )=ф(4щ ) “ Чй{й») j ^p ( £fu ).

Здесь П {йц ) = П (йв}' — матрица порядка ш=ш, + т* формы
F (Л и ) . Легко показать (смм например, ( s ) ) , что Ф (!<п ) , G@ ( 58 ) B

ii ( ifci ) являются симметричными многочленам!!, т. с . Ф (Я)' = Ф [ Л- ) ,
(j ( л ) г — ф ( л ) : = £2 ( 0) , причем старпгичи членами Ф (Л) , <р (Л) ди-

ляя)тся соответственно {— l ) 71 ?. " "Г . [ IV' AT '1,

Т е о р е м а 1. Предположим , что : а ) (6, бг) = I . (ф, £2) — 1 ;
о ) ф (йо) Ф 0 V<a Uj следовательно,ц (Ь ) допускаетфакторизацию ц; (Л.) =
= ф [ >.) ф (1) г , где ф (А.) - - многочлен си старшим членом л" такой , что ( Й'- ,
ф) = 1т (ф , ф?) = 1; пусть ф (л ) — произвольный многочлен с указанными
свойствами -, is ) существует п X m матрица Л„, удовлетворяющих тож ¬

деству
А^(А.) =» S (X) £2 j (^) Vb, где q (^) = ост ( @ AfJ f фб),Q0 = ост (£21 ф ) (5 )

(которое после приравнивании коэффициентов при одинаковых степенях ^переходит в систему линейных уравнений относительна элементов матри¬

цы ht ) или, что равносильно ( б ) , такая , что матрица (л) /
/ф (Я) является многочленом; г1) является неособой матрица На — И „\
однозначно определяемая из соотношения И „Л -\- Л' II , , — F„ — А „ГА„*. где
F 3 — F -* — матрица формы F ( х, 0) ; д) выполнено Ае\ \eniZ <,eB' ' — Za —— ЙгЧ ^ О V 0 ^ t ^ Т , где В = А + bht" и Z, — Z„* — матрица , одно-
лнач-Но определяемая на соотношения BZt, — Z <, B' - — АГ

_
|А\

. '11*" ]
Тогда для любого х„ — г (0) оптимальные управления и — J су¬

ществуют и определяются формулой нЛ Л ( £ ) *х ( где
h( t ) = h9 + Z ( t )-' bT-\ Z (t ) = Z, - e-w-n { И -* + x9 ) в-вцт-t) .

Кроме того , выполнено del (ЯД — В ) =ф(Ь ) V?,,
Лемма . Пусть выполнены условия а ) , б ) , в ) теоремы J и многочлен

ф (Я) и матрицы he, Н „ определены так , кая указано в пунктах 6), и ) , г)
теоремы ].

Тогда выполнено
F (x y U ) = -^- (xtH0x ) -\- (u — h£x )* V (u — j*yt;) V x, u {6)

и ф ( /. ) ^ d e l ( k ( t ., — В ) , где В — Л ~т bhar.
В (б ) д ( х‘Пц с ) I dt — проклподлая к силу системы ( 1 ) . т. е .

д( х' !{э.т ) f dt — 2x' H „( Ax -j- Att ) .



Док а з а т е л ь с т в о. При дополнительном условии <D, б, 6Г) = f
(т. е. (фф7, 6, 6Г> — 1) тождество (6) следует из утверждения II теоремы
( ' ) , Легко проверить, однако, что доказательство ( 3) проходит без измене¬
ния при выполнении более слабого условия (57, ф> = 1, сформулирован-
пого в пункте в ). Доказательство соотношения ф(Я) =det ( VT„— В )
повторяет доказательство теоремы 2 (*) .

Д о к я я л т е л ь с т в о т ео р е м ы 1. Попытаемся па йти гг X п матрицу
H ( t ) =— Н { 1 )‘ и га X т матрицу А ( (} такие, что II (Т ) = 0 и

F ( х, и ) = \х*П ( f ) г ] + [ u -- h ( t )' г]* Г [ гг — Vs, и, (7)

где производная взята в силу ( 1) , Тогда, интегрируя (7 ) , имеем
г

I («„li,) = — sJ// (0) хй 4- j ( ut — h^x )' YJ (U h\x ) dt —О
T— \ (« j — A.]s)‘Ya (и — h*x ) dt ,
(I

где hf — подматрицы (порядка л X тп ) матрицы h = A (i) : A ({) =
( I .i этого представления дли / (и,, в, ) сразу следует (3) для и* = h’ x,
/ — 1.2. Таким образом, достаточно установить (7) с матрицей h( t ) , имею¬

щей вид, указанный в теореме 1. Тождество (7) легко преобразуется в мат¬

ричное уравнение Рмккаш относительно II ( l ) — B( t )\ Из леммы следует
( и это наиболее существенный момент доказательства ) , что это уравнение
имеет в качество частпых решений постоянные матрицы II — И . h — Ап.
определяемт,ге так, как указано в пунктах б) , в ) , г ) теоремы 1. Знание
частного решения матричного уравнении Риккатн дает возможность пайтц
общее его решение. Полагая и — ht*x = if , Н\=H ( t ) — На, ht = h ( < ) — A0

и вычитан (б ) из (7) , получим

х* xdll Jdt -f- 2х“ И 1 { Вх - bv ) — Гу -f- s*Al Гh\x — 0 Vs, v ,

Отсюда имеем

h,= HbT ~\ dlli i dt 4- H ,B + B-IIi - ! II ibT-lb4Ii = 0.
Для Z = II получим линейное уравнение dZ / dt = TiZ 4- ZB‘ —

4 ЬГ-1Ь\ Тан как H ( T ) = 0, то Z ( T ) = — Я,, ” 1. (По предположению (г)
(let Я„ф 0.) Пусть Z - — частное решение, определенное так, как указано
в пункте (г ) . (Поскольку по лемме det (д/ - В ) =ф (д) и выполнено
<![-, ifv) — 1, то уравнение1 для Z,:, имеет решение п притом однпствсипое.)
При этом нуншое решение Z ( t ) имеет вид, указанный в теореме I *, По
предположению (д ) del. Z ( t ) ф О VO ^ t ^ Т . Поэтому матрицы H (t )
= Нц h( t ) ~ /г„42(()

_
1йГ'1, определены для всех 0 ^ t Т

и удовлетворяют тождеству ( 7 ) . Таким образом , оптимальные управления
существуют и определяются так, как указано в теореме 1.

24. Рассмотрим аналогичную неоднородную задачу. Пусть вместо ( 1 )
уравнение изменения состояния системы имеет вид

dx jd t Is 4 Ьи 4 }{/ ), и- j' (8>
где все обозначения прежние п f ( t ) — вектор-функция порядка п.

* Отмстим, что для Z ( t ) имеет место также формула

Z (I) = — еБ < '-т> Ч~1 + j" ев*ЬГ-]11‘*л‘* dt rB‘V Т)‘
О

справедливая и в случае, когда <ф, i|) v > Ф 1.

550



\! { l )| EL (0, T ) . Пусть вместо (2) функционал платежа имеет вид
г

J (и , , иг) = \ (7 (дт, и) 4- 2е (?)* X + 2а ( < )* г/}dt ,

где F ( x, и ) ’' — квадратичная форма m нс постоянными коэффициентачн,
а г= е ( £ ) , е = t (i ) — вектор-функции размерностей п п т, причем
|e (f ) | e 7 (0t Т ) , |e ( f ) |е £ (0, Г) , | e ( f ) | eiifO, Т ) . Оптимальные уп-. “ ?1равления ы° — j й| , как и выше , должны удовлетворять неравенст¬

вам (3) . Ниже используются обозначения (4) .
Теор ема 2. Предположим , что выполнены условия а ) — д) теоре¬

мы 1.
Тогда для любого т0 = .г (0) оптимальные управления и* существуют

и определяются формулой и” = h < t )' x -f - x (i) . Здесь h( t ) определяется
так , как указано в теореме ! , н { 1 ) = Г-1|ф‘г(() — £ ( 0 ], где r{f ) — век ¬

тор-функция порядке п, являющаяся решением дифференциального урав¬

нения

d r l d t + [ A* + h { t ) b'\r = e { t ) 4- h( t )* ( t ) ~ [ И „ 4-
с начальным значением т ( Т ) = О, я матрицы Нц, Z { t ) определяются так .

как указано в теореме 1 .
Дока з а т е л ь с т в о. Попытаемся найти матрицы-функции I I ( t ) =

= h ( i ) , x (f ) , r ( ( ) порядков n X n, n X m , m X 1, ft X i соответст¬

венно и скалярную функцию p ( t ) так , чтецы для функции f ) =
= x* H { t ) x + 2г ( ( ) *л: 4“ Р (0 было выполнено W ( x, 7’) = 0 Y,r и

{ . . . ) — d W j d t (и — h*x — х) *Г (ц — h' x — к ) Ух , и, ( 10)

тде через {, . ,} обозначено выражение в фигурных скобках в (9) , а сЛТ /
I d t — производная в силу (1 ) , г. е. d W / d t = d W / d t 4- grad И7 - [Лаг J-
4- b u -(- f ( t ) ]. Приравнивая в (10) слагаемые второго порядка , получим
тождество (7) , из которого найдем I f ( t ) — Н „ 4- Z { t ) ~ 1 и А (1) , причем I I ,
Z ( t ) л h ( г ) определяются посредством процедур, указанных в теореме 1 .

При этом будет выполнено I I { Т ) = (], Приравнивая в ( 10) члены первого
порядка , получим соотношение х = Г_! ( б*г — е ) и указанное в теореме 2
дифференциальное упавнепиа для г , Н этом уравнении матрица -функция
h { t ) непрерывна на [О, Т ] , а правая часть принадлежит L[0, 7'|. Слслова
только, оно имеет абсолютно непрерывное решение. Приравнивая в ( Ш )
свободные члены , получим соотношение d p I d t = 2г*/ + и*Гх , Используя
условия г> ( 7' ) = 0. |в f = 7 (0, Т ) , |5|е 7, (0, Т ) , найдем абсолютно не¬

прерывную функцию о (0
Итак, построена функция W ( x , t ) указанного вида , существует почти

всюду d W / d t к выполнено (10) . Интегрируя (10) и используя условие
' (x (r) , 7] - 0, как и выше, получим (3) для и* = k *ж 4- и.
.Тснинградский государственный университет Поступило

нм. А . А . Жданова Я III 1971

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 Л. С, 11 о п т р я г и н, УМЫ. 31, в . -1 ( t 6> . 1 И . И . К ра г о в е н и й. Игровые

задачи о встречи движений. «Наукао. 1970. т В. А Я к у А < •ып ЛАП 193 v •
(1970) . 1 R, А , Я к у б о в и ч, ДАН , 195, Л* 2 ( 1970).

551




